Capitulo 1

Cinematica

1.1. El movimiento en el espacio

1.1.1. La velocidad y aceleraciéon promedio

Para estudiar el movimiento, por ejemplo el de un cuerpo que cae debido al campo
gravitacional o el movimiento de la luna alrededor de la tierra, es necesario medir distancias
y tiempos. Para medir estas dos cantidades necesitamos definir alguna clase de patrones,
para medir distancias usamos una regla y para el tiempo un reloj. El primero estrictamente
corresponde a lo que llamamos un cuerpo rigido y el segundo esta basado en algin fenémeno
que, por diferentes agentes, se repite una y otra vez como la oscilacién de un péndulo o la
rotaciéon de la luna alrededor de la tierra.

La velocidad promedio del recorrido se define como el la razén entre la distancia (D) y
el tiempo de recorrido (7'), es decir,

D
V= (1.1)

En la mayoria de los casos estd cantidad no permanece constante en el tiempo. En el caso
de un cuerpo que cae en el campo gravitacional, por ejemplo, la velocidad inicial es cero
y la velocidad después de recorrer una distancia D resulta ser proporcional a v/D. Para
mejorar la descripcién del movimiento es méas conveniente dividir el tiempo de recorrido T’
en n intervalos més pequenos de tiempo (At,). Si Az, representa la distancia recorrida en
el intervalo de tiempo At,, la velocidad promedio del n-ésimo intervalo de tiempo es

Az,

Vn = AL
At,

(1.2)
que en el caso general varia con el tiempo.

Un tipo de movimiento muy importante para el desarrollo del principio de inercia es el
movimiento rectilineo uniforme en el cual la velocidad promedio es constante. La expresién
anterior resulta ser la pendiente de una linea recta, asi que la posicién como funcién del
tiempo tiene la forma

z(t) = xo + V(t — ty),



en donde xq es la posicion en el tiempo inicial ¢y, que se puede escoger igual a cero sin pérdida
de generalidad. Desde el punto de vista del cdlculo de funciones, la distancia recorrida resulta
ser una funcion lineal del tiempo.

En el caso general, la velocidad promedio cambia con el tiempo. De manera analoga
al caso de la distancia recorrida, el cambio de la velocidad se cuantifica con la aceleracién
promedio que se define como
o Vn - Vn—l
A,

Evidentemente esta cantidad también puede variar en el tiempo, el caso mas simple en el que
es constante (a,, = a) se conoce como movimiento acelerado uniforme. De manera similar al
movimiento rectilineo uniforme, cuando la aceleracién es constante la velocidad como funcién
del tiempo es de la forma

(1.3)

7

v(t) = vo + a(t — ty), (1.4)

en donde vq es la velocidad al tiempo ty. Es importante notar que V,, y la expresién anterior
son diferentes.

La ley de caida libre

La ley de caida libre nos dice que todos los cuerpos al caer en el campo gravitacional
de la tierra se aceleran igual; en otras palabras es un movimiento acelerado uniforme. Los
experimentos de Galileo sobre la caida de los cuerpos lo llevaron a concluir que la distancia
se recorre en proporcién al cuadrado de los tiempos, es decir, la distancia recorrida debe
tener la forma

x(t) = xg + vot + At?,

en donde se eligi6 el tiempo inicial £y = 0.
La velocidad promedio en el intervalo de tiempo At = t — t, para este caso se puede
escribir como

V, = v + 24t — AAL, (1.5)

que al comparar con (1.4) se ve que son aproximadamente iguales si se escoge A = %a y
At — 0. La velocidad promedio depende del tiempo y de At a diferencia de la expresién
(1.4) que solo depende del tiempo. Entonces, las ecuaciones que describen el movimiento
uniforme acelerado estan dadas por

1
x(t) = xo+ vot + §at2, (1.6)
v(t) = vy + at, (1.7)

que dependen de dos parametros: la posicién y la velocidad en el tiempo inicial ¢y = 0.

1.1.2. La velocidad y la aceleracion

Para los casos mas simples en los que el promedio de la velocidad o de la aceleracion
son conocidos encontramos las expresiones que describen el movimiento completamente. Sin



embargo, para movimientos en los que la aceleracion es funcion del tiempo es conveniente
usar las herramientas del calculo y no sélo las de geometria. En el ejemplo de la caida libre,
se encontré que la velocidad instantanea coincide con la velocidad promedio en el limite
cuando el intervalo de tiempo se aproxima a cero.

Desde el punto de vista del calculo diferencial, al tomar el limite cuando At,, — 0 de la
expresiones (1.2) y (1.3) se obtienen las derivadas temporales de la posicién y velocidad, es
decir,

v(t) = Z—f, (1.8)
dv
a(t) = o (1.9)

asi que conociendo ya sea la posicion, la velocidad o la aceleracion es posible, a partir de la
expresiones anteriores, determinar completamente el movimiento.

En el caso en el que no se conoce la posicion como funcion del tiempo pero la velocidad
o la aceleracién estan dadas, podemos integrar las ecuaciones (1.8) y (1.9) en el intervalo de
tiempo que va de ty a t. Entonces si a(t) es conocida integramos la ecuacién (1.9) respecto

del tiempo
v(t) t
/ dv:/ a(t)dt',
v(to) to

y si integramos el lado derecho obtenemos

v(t) = v(ty) +/ a(t')dt'.

to

Al substituir la expresién anterior en la ecuacién (1.8) e integrando respecto del tiempo

tenemos que
x(t) t !
/ da = v(te)(t — fo) + / dt" / a(t')dr,
(o) to to

por lo que la posicién como funcion del tiempo es

x(t) = x(to) + v(to)(t — to) + /tt dt’ /tt a(t")dt", (1.10)

en donde x(to) y v(to) representan las condiciones iniciales del problema.

En el caso del movimiento rectilineo uniforme (a(t) = 0), el tercer término de la expresion
anterior se hace cero y la velocidad es constante. Si el movimiento es uniforme acelerado
(a = cte) la solucién general es

v(t) = v(ty) + at,
z(t) = :E(tg)+v(t0)(t—to)+%a(t—to)2,

de manera que, para determinar completamente el movimiento, se deben conocer las condi-
ciones iniciales z(ty) y v(to).



La caida libre como ecuacién diferencial

En el caso de la caida libre, si se deja caer un objeto una distancia h(= 1) medida desde
el suelo, el problema a resolver esta dado por

dv
— = -1 1.11
dt ) ( )
v(0) = 0, (1.12)
en donde por simplicidad se eligi6 ¢ = 1. En este lenguaje, el problema de aceleracion

uniforme se traduce en una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden que requiere una
condicion inicial. La solucion del problema anterior es

y al integrar la expresion (1.10) para este caso, con la condicién inicial y(0) = 1, se encuentra

que

1
) =1— -t
y(t) 5

Para el caso de dejar caer el objeto de una altura h en el campo gravitacional de la Tierra
hacemos el cambio

y(t) — y(t)

h?
9
t =1
%\/;’

en donde g es la aceleracion gravitacional, con los que obtenemos que la soluciéon es

1
y(t) = h—§gt2,
v(t) = —gt,

la segunda expresion se obtiene derivando a la primera respecto del tiempo.

1.1.3. EIl movimiento en el espacio 3D

Para ubicar la posicién de un punto en el espacio necesitamos tres coordenadas (x,y, z)
referidas a un origen comin que se elije de manera arbitraria. En este caso la posicién se
caracteriza por el vector de posicién r que, referido a un sistema coordenado, tiene la forma

r:x’z—l—yj—l—zl:c,

en donde ¢, 3 y k son los vectores unitarios canénicos en coordenadas cartesianas. Evidente-
mente, este vector depende de la eleccion del origen de coordenadas como se puede apreciar
en la figura 1.1. La distancia recorrida al ir de una posicién inicial 7; a una posicién final r¢
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Figura 1.1: Vector de posicién y vector de desplazamiento vistos desde dos sistemas coorde-
nados Sy 5.

es la magnitud del vector Ar = ry — 7;, que se conoce como vector de desplazamiento. Es
importante notar (ver figura 1.1) que este vector es independiente del sistema coordenado.
La velocidad promedio en este caso tomaria la forma

_ Ar,
At

Un

de donde encontramos que la velocidad promedio es un vector paralelo al vector de despla-
zamiento Ar, en el n-ésimo intervalo de tiempo At,. Las componentes de este vector en
coordenadas cartesianas son los desplazamientos en las direcciones z, y y z entre el intervalo

de tiempo At,,, es decir,
Az, »

Ax,. Ay i

Un = A P T ALY T AL

Para obtener la velocidad instantdnea tomamos el limite de la expresién anterior cuando
At,, — 0, con lo que se obtiene

de~ dy~ dz;

= — — —k 1.13
Y=ttt T (1.13)
0 en notacion vectorial
dr
v=—.
dt

Es importante notar que este vector no depende de la eleccion del origen de coordenadas.



Para el caso de la aceleracién procedemos igual, el promedio en el intervalo n-ésimo se
define como el cambio del vector velocidad Aw,, en el intervalo de tiempo At,, y la aceleracion
instantanea se obtiene al tomar el limite de la aceleracion promedio cuando At,, — 0, por
lo que las ecuaciones de la cinematica para el movimiento general en tres dimensiones son

dr

w(t) = . (1.14)
a(t) = Cfl—";. (1.15)

La integrales de las ecuaciones cinematicas

Cuando a estd dada integramos la ecuacién (1.15) respecto del tiempo en el intervalo
que va de ty a t con lo que se obtiene que el vector velocidad estda dado por

v(t) = v(tp) +/ a(t")dt',

to

y al integrar (1.14) para este valor de la velocidad encontramos que

r(t) = r(ty) + v(to)(t — to) + /tt dt’ /tt, a(t")dt", (1.16)

es el vector de posiciéon como funcién del tiempo. En analogia al caso 1D, esta expresion
depende de dos condiciones iniciales que se deben conocer para que el problema esté univo-
camente determinado.

El problema del movimiento, en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales, se puede
escribir como

d*r

—5 = alt), (1.17)
’U(to) = %o, (118)
’l"(to) = Ty, (119)

que es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con condiciones iniciales. La
solucién general estd dada por la expresién (1.16).

La derivada temporal de un vector

Para calcular la derivada temporal de un vector se procede igual que en calculo de fun-

ciones escalares, es decir,

dA , AA

At Ak At
en donde AA = A(t + At) — A(t). El cambio en A en el intervalo de tiempo At se puede
descomponer como AA = AA;+AA, en donde AA| es un vector paraleloa Ay AA| es

un vector perpendicular a A (ver figura 1.2).



Figura 1.2: Diagrama del cambio del vector A en el intervalo de tiempo At. El cambio de A
se descompone en una parte perpendicular AA; y una paralela AAj; Af mide el cambio
en la direccion de A.

Como AAj y A son paralelos solo difieren en magnitud, de manera que AA) mide el
cambio en la magnitud del vector A en el intervalo de tiempo At. La parte del cambio que
es perpendicular a A mide entonces la rotacion de A un cierto angulo Af como se muestra
en la figura 1.2. La magnitud del cambio de A en la direccién perpendicular es

|AA,|| = Asin Ab,
en vista que el angulo es pequeno sin Af ~ Af de manera que
|AA|| = AAG.

Al tomar el limite cuando At — 0y considerar el cambio en la direcién de A se encuentra
que la derivada temporal de A de puede escribir como

A Ay do
dt  dt dt

en donde A = A/Ay A - A, = 0. En otras palabras, el primer término corresponde a la
variacion en la magnitud de A mientras que el segundo corresponde al cambio en la direccién

de A.

El movimiento circular uniforme

Tomemos como ejemplo el caso de una particula que se mueve en circulos de tal manera
que la magnitud de la velocidad es constante. El vector de posicion en coordenadas carte-
sianas es r = 21 + yj en vista que el movimiento ocurre en el plano zy. En este caso, es
conveniente trabajar con variables angulares ya que, aunque el movimiento sucede en un
plano, se puede caracterizar haciendo un censo del cambio del angulo € como funcién del
tiempo como se muestra en la figura 1.3.



Figura 1.3: Esquema de una particula en movimiento circular uniforme en coordenadas po-
lares.

Para calcular la derivada temporal de la posicién, reescibimos el vector r en términos del
angulo de rotacién con lo que se obtiene que

r = r(cos 01 + sin 07),

en donde 6 es una funcién del tiempo. Al tomar las dos primeras derivadas respecto del
tiempo de la expresién anterior se obtiene que la velocidad y la aceleracion estan dadas por

= r0(—sinfi + cos03), (1.20)

# = r0(—sinbi+ cosfj) — r0*(cos 01 + sin 03), (1.21)

en donde se usé que Z—: = 7 y se considera r = cte, en vista de que la particula se mueve en
un circulo.

Antes de continuar con el calculo notemos que, por un lado, el vector cos 07+ sin 0 j es un
vector unitario en la direccion radial . Por el otro lado, la velocidad esté escrita en términos
del vector @ = — sin 0% + cos 0 j que es un vector unitario perpendicular a 7 y que apunta en

la direccién en la que crece el angulo 6 (ver figura 1.3). Por lo que las expresiones anteriores
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se pueden escribir la siguiente manera

= i (1.22)
= 108, (1.23)
= 0% + 100, (1.24)

Como pedimos que la magnitud de la velocidad v = rf sea constante, entonces 6 = cte y al
integrar esta expresion se obtiene que

9(15) = 90 + wt,

en donde w = 6 es la velocidad angular v 6, es el dngulo inicial, en analogfa con la posicién en
el movimiento rectilineo uniforme . Entonces, en el movimiento circular uniforme la velocidad
angular es constante y, como el vector de posicién cambia de direcciéon en el tiempo, la
aceleracion es diferente de cero y es antiparalela al vector de posicién; éste término se conoce
como aceleracién Centripeta.

1.1.4. La velocidad y la aceleracion en coordenadas polares

En la seccion anterior encontramos los vectores

= cosfi + sinfy, (1.25)
—sin 0% + cos 5, (1.26)

> »
I

que son los vectores candnicos en coordenadas polares, se debe notar que a diferencia del
caso cartesiano estos vectores no permanecen fijos en el espacio. En coordenadas polares, los
puntos en el plano se especifican con su distancia al origen de coordenadas (r) y el dngulo
que hacen con el eje horizontal (). Las variables cineméticas en estas coordenadas son de la
forma

r = rr, (1.27)
=, + g0, (1.28)
= a7 + agb, (1.29)

las componentes de la velocidad y la aceleracion se encuentran a partir de calcular las dos
primeras derivadas temporales del vector de posicion.
La derivada respecto del tiempo de la expresién (1.27) es

T=7rr40rre,

derivando respecto del tiempo la expresién (1.25) se encuentra que 7 = 600, de tal manera
que el vector velocidad en coordenadas polares es

v = 7 + 100, (1.30)



el primer término corresponde al cambio de la magnitud del vector de posicién, mientras que
el segundo, es la variaciéon debida al cambio en la direcciéon del vector de posicién.
Para encontrar la aceleracién, derivamos respecto del tiempo la expresién (1.30) con lo
que se obtiene
a = (i — 107 + (rf + 2/0)0, (1.31)

en donde utilizamos que 0 = —67 que se puede mostrar derivando respecto del tiempo la
expresién (1.26).

En el movimiento circular uniforme, la magnitud de la velocidad es constante y la ace-
leracién es el término de aceleracién centripeta a. = —r6%#. Cuando la velocidad angular
w = 6 no es constante, hay una aceleracién en la direccién de 6 debida al cambio en el tiempo
de la velocidad angular.

Cuando la magnitud del vector de posicién no es constante, tenemos un término de
aceleracion radial cuando 7 sea diferente de cero, en analogia con el movimiento unidireccional
que se puede recuperar haciendo 6(¢) = 0. Finalmente, cuando la magnitud de la velocidad
radial y la velocidad angular son ambas diferentes de cero hay un término de aceleracion
angular adicional que se conoce como aceleracién de Coriolis.

En el caso tridimensional se procede de manera andloga, hay que escribir al vector de
posicién como una combinacién lineal de un algiin conjunto de tres vectores unitarios or-
togonales y calcular su dos primeras derivadas respecto del tiempo. La eleccion del sistema
coordenado depende de las condiciones del problema.

1.2. La rueda al rodar

7

2v

Axf X

Figura 1.4: Esquema de las coordenadas para describir el movimiento de un disco de radio
a que rueda sin resbalar.
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El rodar de una llanta se puede describir como un movimiento de traslacion (del eje de la
llanta) acoplado con un movimiento de rotacién respecto de un eje que pasa por el eje de la
llanta. Para describir el rodamiento ideal, suponemos que la rueda es una cilindro de masa
uniforme de radio a y que el movimiento ocurre en un plano siempre perpendicular al eje del
cilindro, como se muestra en la figura 1.4. Para que el disco ruede sin resbalar se requieren
dos condiciones: que la velocidad del centro de masa esté en la direccién horizontal y que el
punto de contacto entre el disco y la mesa este en reposo. Esta tltima condicion se traduce
en que si el disco da una vuelta completa, el centro de masa recorre una distancia de 27a.

Para encontrar la relacién entre la velocidad de rotacion y la de traslacion del centro de
masa, designamos a Az como el desplazamiento del centro de masa y por A# el cambio en
el angulo debido a la rotaciéon del disco. Entonces, en un intervalo de tiempo At, el centro
de masa se desplaza una distancia de Az = aAf. Al dividir esta ultima expresion entre en
intervalo de tiempo y al tomar el limite cuando éste tiende a cero se obtiene

v = aw,

en donde v es la velocidad del centro de masa del disco y w velocidad angular.

Por la forma de esta expresion hay que notar que aw también es la velocidad tangencial
de un punto sobre la periferia de manera que la velocidad en el punto de contacto es cero
como se habia supuesto.
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Capitulo 2
Dinamica

2.1. Dinamica

Las causas del movimiento se estudian a partir de las tres leyes de Newton, por lo que es
necesario introducir dos nuevos conceptos: la masa y la fuerza. El primero es una propiedad
intrinseca del cuerpo y el segundo corresponde a la interaccion entre el cuerpo de masa m
y el resto del universo. Aunque la masa se puede medir midiendo aceleraciones, también se
puede medir usando basculas. En cualquier caso es necesario definir una masa patron, es
decir, una unidad de masa. Hay que notar que al usar basculas para medir la masa no es
necesario conocer la fuerza, pues solo compara cuando dos objetos ”pesan” lo mismo.

La fuerzas son las interacciones de unos cuerpos con otros, como los empujones y jalones
o las fuerzas gravitacionales. Dentro de los primeros es muy importante el estudio de las
cuerdas y barras, asi como las fuerzas superficiales como la friccién con el suelo al arrastrar
objetos o la friccion con el aire de un cohete espacial entrando o saliendo de la atmésfera.
Las fuerzas gravitacionales y las fuerzas electromagnéticas dependen de la masa del objeto
y, como se vera mas adelante, nos llevan a la nocién de campo.

El primer postulado de la mecanica, el principio de inercia, es la definicién de sistema
aislado, pues estipula que en ausencia de fuerzas el movimiento es rectilineo uniforme. El
segundo postulado, la segunda ley de Newton, establece que la fuerza que actia sobre un
cuerpo de masa m es proporcional a su aceleracion, es decir, la fuerza es un vector que es
igual a la aceleracién (1.15) multiplicada por la masa. Finalmente, el tercer postulado de
la mecanica es la ley de accidon-reaccion de Newton, que establece que la interaccion entre
cuerpos es entre pares de fuerzas que actian en direcciones opuestas y tienen la misma
magnitud.

2.1.1. Fuerzas de cuerpo

Las fuerzas de cuerpo son aquellas que son proporcionales a la masa; como es el caso
de la fuerza gravitacional, las fuerzas electromagnéticas y las fuerzas debidas a estar en un
sistema de referencia acelerado. Una caracteristica fundamental de estas fuerzas es que son
vectores que dependen de la posicién. Por ejemplo, para un objeto de masa m que cae a
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una altura h sobre la superficie de la tierra la fuerza es mg y esta dirigida hacia abajo. La
aceleracion gravitacional es aproximadamente constante en una localidad, el laboratorio por
ejemplo, y sera en general ligeramente diferente en otras localidades.

2.1.2. Fuerzas geométricas

Una gran cantidad de fuerzas que ocurren en la naturaleza, sobre todo en el caso en el que
uno o varios cuerpos interactian tienen un origen geométrico. El caso mas simple es el caso
del movimiento en un plano que se describe haciendo constantes una de las tres coordenadas
que describen el movimiento de un punto. Sin embargo, desde el punto de vista dindmico,
imaginemos el escenario de la figura 2.1-(a) en donde se tiene un bloque sobre una mesa
sujeto a una fuerza F'(z,y). En presencia de un campo gravitacional es necesario que, segun
la segunda ley de newton, haya una fuerza sobre el bloque para que no haya desplazamiento
en la direccion vertical; esta fuerza es la reaccién de la mesa y se conoce como fuerza normal.

a) b)
Z y4
N ———————————————— 1
A : %Nl A Nz:
o immirail (T F
: = : ==
' = Y
Y ' l
4% I |
Y S R Yo,

Figura 2.1: Vector de posiciéon y vector de desplazamiento vistos desde dos sistemas coorde-

nados S'y 5.

Ahora analicemos el escenario de la figura 2.1-(a), en donde se incluye un segundo cuerpo
acoplado al primero mediante un barra rigida. Como el acoplamiento es rigido las posiciones
de los bloques satisfacen que ro = r1 + 1, siendo [ la separacién entre los bloques, por lo que
las aceleraciones de los bloques son iguales. Esto también incluye a la barra, que se acelera
junto con los dos bloques.

Ahora, desde el punto de vista dindmico, cada cuerpo (bloques y barra) se puede describir
a partir de las leyes de Newton. Primero, si consideramos que el sistema completo es lo que
estd contenido en la caja punteada en la figura 2.1-(b), tenemos justo el mismo escenario que
el caso de la figura 2.1-(a). Al hacer el anélisis por separado de cada cuerpo las tres leyes de
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Newton serian

Mla, = T17 (21)
ma = Tg —Tl,
MQCL = F —TQ,

en donde T'; y T'5 son las fuerzas de reaccién debidas a la barra, o en otras palabras, las
fuerzas de interaccion entre pares que deberia de haber para que los bloques y la barra se
muevan con la misma aceleracién. Por lo que una restriccion geométrica (que los cuerpos se
muevan juntos) se traduce en una “Tensién”. La aceleracién del sistema es la fuerza F' entre
la masa total de donde es facil notar que, si m < M; y M, se puede despreciar a la masa
de la barra rigida. Por lo que barras rigidas y cuerdas inextensibles es equivalente a imponer
restricciones entre las distancias relativas entre cuerpos.

2.2. Soluciones a las ecuaciones de movimiento

Para encontrar soluciones a la segunda ley de Newton, es decir, para encontrar la trayec-
toria de una particula de masa m como funcién del tiempo r = r(t) es necesario conocer la
fuerza neta que actia sobre el cuerpo bajo estudio. Asi, el problema del movimiento de la
particula corresponde a resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden con condiciones
iniciales para el vector de posicion 7(t).

2.2.1. Fuerzas dependientes del tiempo F = F(t)

Cuando la fuerza es una funciéon que depende explicitamente del tiempo nada mas, la
ecuacién de movimiento para una particula de masa m es

d*r

que se puede integrar en dos pasos. Como la velocidad de la particula es v = 7 la ecuacién
anterior se puede integrar una vez, de tal manera que

v(t) = vy + % /t, dt'F(t), (2.4)

en donde %y es el tiempo inicial. Al integrar en el tiempo una vez ma&s se obtiene que la
solucion general para el vector de posicion es

1 t t
r(t) = ro + vo(t —to) + —/ dt’/ dt"F(t"). (2.5)
m to to

de donde se ve que la solucién depende de las dos condiciones iniciales 7o = 7(to) y vo = v(t),
el tiempo inicial se puede escoger de manera arbitraria.
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En la naturaleza conocemos pocas formas ttiles de fuerzas dependientes del tiempo. Sin
embargo, la expresion (2.5) resulta 1til en casos en los que la fuerza actiia durante intervalos
de tiempo muy cortos, como en el caso de empujones y jalones y/o colisiones. En estos casos
la fuerza F(t) es diferente de cero en un pequeno intervalo de tiempo mucho menor que el
tiempo de observacion.

El teorema de conservacion del momento lineal

Una consecuencia muy importante de los resultados de la secciéon anterior junto con la
tercera ley de Newton es el teorema de la conservacion del momento lineal. Tenemos dos
particulas de masas m; y mo que se mueven con velocidades v, y vy respectivamente. Si
estas dos particulas tienes velocidades tales que en t. colisionan, sus velocidades para todo
tiempo estén dadas por la expresion (2.4) que rescribimos de la siguiente manera

tete
D, (t> - p1(0) = F21(t)dt/7

te

para la particula 1y
tete

Po(t) — po(0) = Fio(t)dt',
te
para la particula 2, en donde € es lo que dura la interaccién entre particulas, p, = m;v; es la
cantidad de movimiento (o momento lineal) y F;; es la fuerza que hace la particula j-ésima
sobre la particula i-ésima. La tercera ley de Newton asegura que F;; = —F}; y por lo tanto

p1(0) = p1(t) = pa(t) — p2(0). Esta tiltima expresion se puede reescribir de la siguiente manera
AP =0,

en donde P(t) = pi(t) + p2(t) es el momento total del sistema de particulas y AP =
P(t) — P(0). En otras palabras, el momento lineal del sistema de particulas se conserva;
este resultado se conoce con el nombre de teorema de conservacién del momento lineal.

2.2.2. Fuerzas dependientes de la posiciéon F = F(r)

Las fuerzas dependientes de la posicién o, en otras palabras, de las coordenadas que
describen el movimiento de la particula de masa m, son un conjunto muy importante que
requiere un estudio en si mismo, como en el caso de la fuerza gravitacional de Newton o la
fuerza de Coulomb entre cargas eléctricas. El procedimiento de la seccion anterior no es 1til,
puesto que para conocer la fuerza como funcién del tiempo hay que conocer la trayectoria.
La segunda ley de Newton en este caso tiene la forma

dv
— = F(r).
mdt (1)
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La ecuacion anterior se puede integrar una vez de la siguiente manera. Si se calcula el
producto punto entre la ecuacion anterior con la velocidad de la particula y escribiendo la
derivada temporal del lado izquierdo como la derivada de un producto se obtiene

d (1
e . —F.
o <2mv v) v,

al integrar la ecuacion anterior respecto del tiempo se obtiene que
AT = /F -dr, (2.6)

en donde T' = %mv2 y se utilizé que dr = wdt. Por lo tanto, aunque en este caso no es
posible encontrar a la posiciéon como funcién del tiempo, encontramos una expresién para
la velocidad final en términos de la fuerza aplicada. Cuando la fuerza depende sélo de la
posicién, la integral en la expresion anterior se puede evaluar sin conocer la trayectoria
explicitamente y llegar a una ecuaciéon diferencial de primer orden para la velocidad.

El oscilador armonico

A manera de ejemplo, considérese un bloque de masa m sujeto a un resorte con las
condiciones iniciales z(ty) = x¢ y v(ty) = 0. La fuerza en este caso es la ley de Hooke, es
decir, F' = —kx en donde k es constante y se conoce como constante de restitucion. En este
caso la ecuacién (2.6) toma la forma

1 1
§m122 = —§k:(:v2 —x3),

usando que v = #(t) esta ecuacién resulta en una ecuacién diferencial ordinaria para x(t)
cuya solucién es de la forma

X dx/
w(t —tg :/ E———
t-t= | s

en donde w = (/k/m, la integral del lado derecho es igual al arcsin(z/zy) por lo que se
obtiene que la posicién del bloque como funcién del tiempo es x(t) = x¢ cosw(t — to).

2.2.3. Fuerzas dependientes de la velocidad F = F(v)

En el caso que la fuerza es dependiente de la velocidad es conveniente escribir la segunda
ley de Newton en términos de la velocidad, es decir,

que resulta en una ecuacién diferencial para la velocidad de primer orden que se puede
integrar directamente cuando la fuerza depende del vector velocidad.
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Las fuerzas dependientes de la velocidad se presentan en la naturaleza en en fenémenos
como la friccién de un cuerpo que se desplaza dentro de un fluido o la fuerza que siente
una carga eléctrica al moverse dentro de un campo magnético. Estas fuerzas pueden tener
caracteristicas muy diferentes a las fuerzas dependientes de la posicion, como en el caso de
la friccion, o tener caracteristicas similares en el caso magnético.

Caida libre con friccion

Cuando un cuerpo se mueve dentro de un fluido viscoso experimenta una fuerza de
friccién (o arrastre) que es funcién de la velocidad del cuerpo. Newton propuso basado en
sus resultados experimentales que dicha fuerza es funcién de la velocidad del cuerpo. Mas
especificamente propuso que a velocidades bajas la fuerza es proporcional al vector velocidad.

Entonces, la ecuacion de movimiento para un cuerpo de masa m que cae bajo la accion
del campo gravitacional y sufre una fuerza de friccion f = cv es

mu = —mg + cv,

en donde ¢ es una constante positiva. Si inicialmente el cuerpo se deja caer desde el reposo
a una altura h la velocidad como funcién del tiempo esta dada por
m
o(t) = =91 = emet/my,
c
Este resultado predice que al paso del tiempo (¢t — o0) el cuerpo tendra velocidad constante,
conocida como velocidad terminal, dada por vy = mg/c. Esto significa que a tiempos largos
la fuerza de gravedad y la fuerza de friccién se balancean, de manera que el cuerpo se mueve
a velocidad constante.
Al integrar la expresion anterior para la velocidad se obtiene
mg m_ t/m
) =h— —L(t+ —e ™).
y(t) = h— "2 (1 4 Temerim)
Si se compara esta expresion con la expresion (2.5), se ve que es posible encontrar la fuerza
como funcion sélo del tiempo que es equivalente a la suma de la fuerza gravitacional con la
fuerza de friccién para este caso.

2.3. Sistemas de particulas

Hasta el momento sélo hemos considerado el movimiento de puntos a los que se les
asocia cierta cantidad de masa: puntos materiales. Para la descripcion de un cuerpo rigido
es conveniente el estudio de sistemas de particulas que tienen diferentes interacciones o
restricciones. Por ejemplo, el sistema solar, compuesto por planetas y el sol por ejemplo,
es un sistema de particulas de diferentes masas que interactian gravitacionalmente. En
cambio, un cuerpo rigido se puede construir a partir de una sistema de n particulas unidas
por restricciones rigidas (pequenas barras de masa despreciable).
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Entonces, para n particulas de masa m; con posiciones r; y velocidades v; que interactian
entre si, el problema a resolver es de la forma

d'UZ' n—1
Mmi—os = iji+F¢, (2.7)
j=1

en donde f;; es la fuerza que hace la particula j-ésima sobre la particula i-¢sima y F;
representa una fuerza externa que actia sobre la particula con masa m;. Es de notar que
una propiedad importante de esta fuerza es que no forma un par accién-reaccién con ninguna
fuerza dentro del sistema de particulas. De manera que el problema consiste de resolver 3n
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de segundo orden.

Sin embargo, no siempre es de interés conocer con detalle la trayectoria para las n particu-
las sino el movimiento colectivo del conjunto de ellas. Para ello notemos que si se suma la
ecuacién (2.7) sobre todas las particulas obtenemos que

n n—1

S PSS g (28)

i=1 i=1 j=1

en donde
F = Z F,.
i=1

y se reescribi6 la ecuaciéon en términos del momento lineal de la i-ésima particula p; = m;7r.
El término de en medio del lado derecho esta compuesto por términos de la forma (f;, + f1;)
con k # [ ya que los dos indices van de uno hasta n. Por lo que, en vista de la tercera ley de
Newton f,, = —f, esta doble suma se anula. Para el lado derecho notamos que se puede
escribir como

P " dp,

dt = dt’

=1

en donde P es el momento total del sistema de particulas, de manera que se obtiene final-
mente la ecuacion

dP
— F 2.
dt ’ (29)

que es idéntica a la ley de Newton para una particula puntual de masa M. Ahora, de la
definicién del momento total del sistema de particulas notamos quesi P = MRy P = > p,,

entonces
n

M:Zmi,

=1



M es la masa total del sistema de particulas y la posicion R es el promedio pesado por
las masas de todos los vectores de posicion r;’s y se le conoce como centro de masa. Por lo
tanto, encontramos que el centro de masa del sistema de particulas se mueve como una masa
puntual debido a una fuerza, que resulta de la suma de las fuerzas externas que actia sobre
cada particula individualmente.

2.3.1. Sistemas de particulas con restricciones: momento de las
fuerzas.

En el caso en el que las interacciones entre las particulas son restricciones geométricas, es
decir, las particulas estan unidas por barras rigidas es claro que el anélisis anterior es valido,
de manera que la ecuacién para el centro de masa estd dada por la ecuacién (2.9). Ahora
estudiaremos qué pasa con el momento de las fuerzas que actian en el sistema, calculando
el producto vectorial entre la posicién de la i-ésima particula con la segunda ley de Newton
(2.7) y, de manera similar al caso traslacional, se toma la suma sobre todas las particulas
con lo que se obtiene

Z:nxmZ —Z Zfrzxfjfl—frsz , (2.10)
=1 7=1

En vista que sabemos la ecuacion de movimiento para el centro de masa, escribiremos la
expresion anterior en términos de la posicién del centro de masa y el vector de posicion
relativo a un sistema que viaja junto con el centro de masa. Entonces, si r} es el vector de
posicién relativo a un sistema con origen en el centro de masa

=R+
y la velocidad de la particula i-ésima es de la forma
=V 4+

en donde V es la velocidad del centro de masa. Sustituyendo las expresiones anteriores en
la ecuacién (2.10) se obtiene

Rx(Md——F>+Z(dt'rxm,'v)—r;xFi):O, (2.11)

y, en virtud de la ecuacién (2.9) se encuentra que

% (r X M Zr x F;. (2.12)

Para obtener esta expresion hay varios términos que se anulan por tercera ley de Newton y
por estar haciendo una descripcion relativa al sistema centro de masa. Ya se habia hecho notar
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que la doble suma de las fuerzas de interaccion f,; se anula por tercera ley de Newton y no
ejerce torcas. El término correspondiente a las torcas relativas es de la forma (r; —7;) x f,;
y se anula ya que la distancia relativa (r; — r;) es un vector paralelo a Ji;- Finalmente,
hay dos términos adicionales que se anulan ya que la descripcién se hace relativa al centro
de masa. En analogia con la traslacién del centro de masa, el término entre paréntesis es
el momento angular de la i-ésima particula, asi que definimos el momento angular L del
sistema de particulas, relativo al sistema cuyo origen esta en el centro de masas como

n
L= Z(r; X m;vs),
=1

y la ecuacién (2.12) toma la forma
dL
7= (2.13)
n
en donde 7 = Z’r; x F; es la torca total hecha por las fuerzas externas medida desde
el sistema centr(l) (11e masa. Una de las caracteristicas mas importantes de esta ecuacién es
que tiene la misma forma que la segunda ley de Newton para la traslacién: el cambio en
el momento angular se debe a las torcas externas. Es importante notar que la expresion
(2.11) muestra que el problema del sistema de particulas con restricciones rigidas se reduce
al estudio de la traslacion del centro de masa y las rotaciones respecto del sistema centro de
masa.

En el caso que el eje de rotacién es conocido, el momento angular toma una forma
particularmente simple. En ese caso todos los puntos del sistema de particulas tienen un
movimiento circular al rededor del eje de rotacion. Por lo tanto, la magnitud de la velocidad
relativa al sistema centro de masa es v, = pw en donde p; es la distancia de la particula
i-ésima al eje de rotacion y w es la velocidad angular. El momento angular y la velocidad
angular en este caso son paralelos de manera que el momento angular total toma la forma

L=]w
n
en donde I = Zmip? es el momento de inercia, por lo que la ecuaciéon de Newton para
torcas toma la fz’c;l}ma
1 d_w =T
dt '

Esta expresion tiene una forma muy similar a su contraparte traslacional, sin embargo se
debe notar que en este caso el coeficiente de inercia I depende del eje de rotacién.

2.4. Aplicaiones de las leyes de Newton

Hasta el momento se partié de las tres leyes de Newton para puntos materiales. Después,
se extendieron las ideas a sistemas que contienen muchas particulas y se encontré que las
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ecuaciones a resolver tienen la misma estructura que para puntos materiales. Entonces, para
la solucién de problemas del movimiento de cuerpos rigidos acoplados hay que resolver las
ecuaciones de Newton para la traslaciéon del centro de masa y la rotacién del cuerpo respecto
de un sistema fijo al centro de masa.

Para el caso de n cuerpos que interactian por restricciones geométricas y fuerzas de
diferente naturaleza, como la gravedad y las fuerzas electromagnéticas, el primer paso es
construir un diagrama de cuerpo libre de cada cuerpo, como se muestra en la figura 2.2. Si
se busca estudiar el movimiento de traslacién de un cuerpo encontramos que es suficiente
considerar que todas las fuerzas que actian sobre él se aplican en el centro de masa.

a) b)

Figura 2.2: Vector de posicion y vector de desplazamiento vistos desde dos sistemas coorde-
nados Sy 5.

2.5. El principio de Relatividad (alileana

Consideremos el problema general de transformacién de coordenadas de un sistema iner-
cial a uno no inercial, es decir, el movimiento relativo entre sistemas coordenados es acelerado.
Tenemos una particula de masa m sujeta a una fuerza F que se mueve a velocidad v vista
desde un sistema inercial (5). El sistema no inercial (S”) puede tener un movimiento general
que partiremos en traslacién y rotacion pura respecto de un eje fijo.

2.5.1. Las leyes en un sistema no-inercial: Traslacion

Primero consideramos que el sistema no inercial (S”) solo se traslada con una aceleracion
a,. respecto del sistema inercial. El vector de posicién desde el sistema inercial S es

/
r=ro" + Iy,
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como se muestra en la figura 2.3. Derivando dos veces respecto del tiempo encontramos que
a=a +a,q, en donde a y a’ son las aceleraciones vistas desde S y S’ respectivamente, de
manera que la ley de Newton en el sistema no inercial es

ma' =F*+F,
en donde F* = —ma,. es una fuerza debida a que el sistema S’ en donde hacemos la
descripcion esta acelerado.
'
S
!
Az
\%
S r'
z 4
>y,
rrel
r
xr
—>>

X

Figura 2.3: El sistema coordenado S es inercial y corresponde al Sistema Laboratorio. S’ es
un sistema coordenado que se traslada respecto de S con aceleracion relativa a,.;.

Lo primero que salta a la vista es que la Ley de Newton en un sistema no inercial es
diferente, ya que aparece una fuerza que no se observa desde el sistema inercial. Desde S la
fuerza inercial estd relacionada con la aceleracién relativa entre los sistemas coordenados, y
en ese sentido se le da el nombre de fuerza ficticia. Sin embargo, en el sistema acelerado esta
fuerza es indistinguible de cualquier otra al hacer experimentos.

Por ejemplo, para una particula en el campo gravitacional de la tierra vista desde un
sistema de referencia que se acelera hacia arriba (va en un elvador) con una aceleracién igual
a la gravitacional (g), el problema es equivalente a una particula en campo gravitacional con
el doble de ¢g. En otras palabras, podemos imitar campos gravitacionales locales viajando
en sistemas acelerados; esto se conoce como principio de equivalencia. El hecho de que sean
locales esta relacionado con que son fuerzas ficticias, pues segun el observador en S’ todo

23



el universo se estaria acelerando con aceleracién constante y contradice el hecho de que los
campos gravitacionales decaen con la distancia.

A manera de ejemplo, consideremos un barco que pasa paralelo al muelle, digamos direc-
cién z, con una velocidad v,(t). Desde la torre del vigia se deja caer un objeto de masa m
y queremos saber en dénde va a caer cuando choque con la cubierta. En primera instancia,
la forma més robusta de resolver el problema es desde el muelle (el sistema inercial), sin
embargo, los marineros estan interesados en su propio punto de vista y ellos efectuaran las
mediciones.

Entonces, a partir del principio de equivalencia, las leyes de Newton dentro del barco
tendran una fuerza adicional a la gravitacioinal igual al negativo de la masa del objeto por
la aceleracion del barco, es decir,

ma, = —mu,
ma, = —mg,
en donde g es la aceleracion gravitcional. En el caso particular que v = ¢ los marineros

observan que la particula estd en un campo gravitacional de la forma g = —(g,¢9) v la
solucion al problema desde el barco es de la forma

1
/t — _ - t2
'(t) 591
1
y'(t) = h-— §gt2.

en donde h es la altura a la que esta el vigia.
Ahora, la transformacion de coordenadas en este caso estda dada por

1
x(t) = 2'(t) +vost + §gt2,

y(t) = y'(), (2.14)

en donde vy, es la velocidad del barco en t = 0. Al substituir las soluciones encontradas
para z'(t) y y'(t) nos lleva a la solucién esperada; desde el muelle se observa un cuerpo en el
campo gravitacional terrestre cuyas condiciones iniciales corresponden a un cuerpo que de
lanza a una altura h con una velocidad inicial en la direccién horizontal (vo,).

2.5.2. Las leyes en un sistema no-inercial: Rotacion

Primero vamos a describir un vector unitario desde un sistema de ejes que rota respecto
de un eje fijo. Los ejes verticales de los dos sistemas coordenados coinciden y S’ rota respecto
al eje 2’ con una velocidad angular w, como se muestra en la figura ?7. Para una rotacion
respecto del eje 2’ la relacién entre vectores candnicos antes y después de la rotacién es de
la forma

~

= cos i+ sin 6], (2.15)
= —sinfi+ coshj, (2.16)

Cie) jmio)
~
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en donde (i,j, R) y (i’ JK ) son los vectores canénicos en S y S’ respectivamente. Si tomamos
la derivada de las expresiones anteriores respecto del tiempo, tomando en cuenta que 6 = 6(t),
obtenemos

di : : :
d_lt = 6(—sin0i+ cos b)), (2.17)
dj' : T .
= = —0(cos 01 + sin 6j), (2.18)

en donde hay que recordar que las derivadas temporales de los vectores (i, j) son cero ya que
éstos estan fijos en el espacio y w = 6. Las expresiones entre paréntesis son evidentemente
los vectores candnicos en el sistema S’ por lo que

d .
d—lt e (2.19)
dj’ .
d—"t S (2.20)

Los dos vectores anteriores son las componentes de un vector perpendicular a el vector de
posicién T y a la velocidad angular w = wk’, por lo que es facil demostrar que

ar’
dt

=w Xt

es decir, la velocidad a la que rota el vector de posicién respecto de un observador en S’ es
equivalente a cémo se escribe la velocidad de un punto que rota respecto de un eje fijo.

Ahora consideramos el caso més general en el que el sistema S’ rota respecto del sistema
del laboratorio con una velocidad angular w, como se muestra en la figura 2.4. Entonces, si
v es la velocidad del cuerpo de masa m desde el sistema laboratorio tendremos que

v=v +wxr,

en donde v’ es la velocidad del punto de masa m vista desde el sistema no inercial S’.

Este resultado es una analogia a la velocidad de un punto, que pertenece a un cuerpo
rigido y que rota respecto de un eje, en donde la velocidad se descompone en la del centro
de masa mas la velocidad relativa al centro de masa, que solo contempla la rotaciéon. Sin
embargo, este caso es diferente pues las velocidades estan referidas a diferentes sistemas
coordenados. Entonces, reescribimos la expresién anterior de la siguiente forma

/

f:E—i-wxr’, (2.21)

en donde () y ‘il—(t) representan las derivadas temporales en los sistemas Sy S, respectivamente.

La forma de esta ecuacién nos muestra que podemos considerar a la expresién (2.21) como
el prototipo para la regla de transformacién general entre derivadas temporales (ndtese de
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Figura 2.4: Diagrama de energia para un oscilador armoénico simple en 1D.

la figura 2.4 que r' = r ) de manera que la relacién entre las derivadas temporales es de la
forma

() 2.22)

Apliquemos este resultado a la segunda ley de Newton, entonces tomamos la derivada
temporal de la expresién (2.21) y obtenemos

v=v +wxr+wxr,

en todos los términos en donde hay punto se sustituye la regla general (2.22), asi que la
aceleracion desde S toma la siguiente forma

av’ d
V:d—:—i—wav’—i—wx(wxr’)—i—d—jxr’. (2.23)

Ahora bien, del principio de D’Alambert teniamos que la segunda ley de Newton la
podemos escribir como F +F* = 0 con F* = —mv y F la fuerza externa, por lo tanto la ley
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de Newton desde un sistema no inercial es

/
mdl:2mv’><w—mw><(wxr’)—md—wxr’~|—F, (2.24)
dt dt

el primer y segundo términos corresponden a la fuerza de coriolis y a la fuerza centrifuga,
respectivamente. El tercer término sélo es diferente de cero cuando la velocidad angular de
rotacién del sistema no inercial depende del tiempo y se conoce como fuerza de Euler. En el
caso en el que el sistema S’ se traslada y rota hay que sumarle al lado derecho de la expresién
(2.24) el término —ma,.; (ver seccién 2.5.1)).
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Capitulo 3

Trabajo y energia mecanica

3.1. El teorema de Trabajo y Energia

Vamos a repasar algunas consecuencias utiles de la segunda ley de Newton. Ahora par-
timos de la energia cinética de un cuerpo de masa m que se mueve a velocidad v, es decir,

T=-
7MY,

si tomamos su derivada temporal respecto del tiempo obtenemos

dr dv
2 —me. 3.1
it~ at (8.1)
y sustituyendo la ley segunda ley de Newton F = mv obtenemos que
ar
—=F- 3.2

en donde F es la fuerza neta que actia sobre el cuerpo. Segun las reglas del calculo integral,
esta expresion de puede reescribir como

/dT _ /F-dr, (3.3)

en donde se utilizé que dr = vdt siendo dr el vector de desplazamiento. Al evaluar esta
integral en dos momentos diferentes del movimiento, digamos de un tiempo ¢; a un tiempo
tf, obtenemos que el cambio en la energia cinética del cuerpo en este intervalo de tiempo es
igual al trabajo realizado por las fuerzas aplicadas, que se conoce como teorema de Trabajo
y Energia.

En el caso general, para realizar la integral del lado derecho de la expresién (3.3) es
necesario conocer la trayectoria como funcién del tiempo, asi que solo es 1til para conocer el
trabajo sabiendo la velocidad en dos momentos diferentes. Sin embargo, también del calculo,
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hay un conjunto de campos vectoriales dependientes de la posicién que tienen la siguiente
propiedad:
F=-VU(r), (3.4)

en donde U(r) es una funcién escalar; la fuerza se pueden derivar del gradiente de una funcién
escalar. Para estos campos el teorema de trabajo y energia toma la forma

/ iT — - / v, (3.5)

al integrar la expresion anterior en dos momentos diferentes a lo largo de la trayectoria, se
obtiene que la cantidad
T+U=FE, (3.6)

es una constante a lo largo del movimiento y corresponde a la energia mecanica del sistema.
Por lo tanto, todo sistema que satisfaga que las fuerzas aplicadas se derivan del negativo
del gradiente de una funcién potencial, que se conoce como energia potencial, conservan la
energia mecanica.

3.1.1. La ley de Hooke

Como ejemplo vamos a usar la ley de Hooke que podemos escribir para este caso como

F = —kr!, la energfa potencial asociada es de la forma
1
U=—-kr-
5 r-r,

que satisface la expresién (3.3). La energia mecdnica para un cuerpo de masa m sujeto a la
fuerza de Hooke es ) )
E=—mv*+ =k r?

2 2
Si graficamos la energia potencial en funcién de la coordenada radial r (ver figura 3.1), la
energia mecéanica es una recta paralela al eje de las abscisas, de manera que la energia cinética
es la diferencia entre la energia potencial y esta recta. Un aspecto importante del diagrama
es que los puntos de interseccién entre la energia potencial y la energia mecanica representan
puntos de retorno y por lo tanto estados ligados; es decir, tenemos un movimiento confinado
y/o oscilatorio. Un sistema que va mas alld de los puntos de retorno violaria la ecuacién
(3.6).

3.1.2. El Potencial Gravitacional

En el caso de la fuerza gravitacional de Newton, podemos calcular la energia potencial
asociada. El calculo conviene hacerlo en coordenadas esféricas puesto que sabemos que la

ITodo estd en un lenguaje vectorial para el vector de posicién, para tener una imagen més clara recomiendo
cambiar r — z en la fuerza y la energia potencial y eliminar la notacién vectorial
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Figura 3.1: Diagrama de energia para un oscilador arménico simple en 1D.

fuerza gravitacional solo es funcién de la coordenada radial y apunta en la direccion radial.
Por lo tanto la expresion (3.4) para este caso toma la forma

F=——7f
or "’
asi que solo hay que encontrar una primitiva de una funciéon inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia, es decir,
GMm

U(r)=— m—

Ahora vamos a calcular la energia mecanica tomando en cuenta la segunda ley de Keppler
para la velocidad aerolar; que es equivalente a que se conserva el momento angular 1 =r x P
en donde P es el momento lineal. Esto tiene dos consecuencias, por un lado el movimiento
estd confinado al plano pues el vector momento angular no cambia de direccién y por lo tanto
utilizamos coordenadas polares planas. Por otro lado, la magnitud del momento angular es
[ = mr20 y también es constante, entonces las coordenadas r y 6 no son independientes.

31



E= 0.

U eff

LI'min r I'max

Figura 3.2: Diagrama de energia para el problema de un cuerpo en un campo gravitacional.

Tomando en cuenta estas consideraciones la energia total estda dada por

1 12 GMm
E=—mi? -
2m7“ + 2mr? r

que tiene la forma de la energia mecanica de un cuerpo de masa m que se mueve en una
dimensién en presencia de un potencial efectivo dado por

2 B GMm
2mr? r

Uepr = : (3.7)
el primer término se conoce como potencial centrifugo.

Analogamente al caso de la ley de Hooke, las rectas horizontales superpuestas en la grafica
de la energd potencial contra la coordenada radial represetan a la energia mecéanica total,
como se muestra en la figura 3.2. Aqui se pueden distinguir dos casos, cuando E > 0 que
corresponde a soluciones de drbitas abiertas (pardbolas e hipérbolas) y cuando E < 0 que

corresponde a érbitas cerradas (elipses y circulos).
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Una caracteristica importante de los movimientos que tienen estados ligados es que la
enegia potencial tiene un minimo y, del célculo diferencial sabemos que toda funcién que
tiene un minimo se puede aproximar por un polinomio de grado dos. Geométricamente, esto
significa que alrededor del mininimo siempre es posible ajustar una pardbola mas términos
de orden superior. El procedimiento general se conoce como serie de Taylor y consiste en
evaluar las derivadas de la funcién a aproximar multiplicadas por potencias de la variable
independiente.

Entonces, primero hay que encontrar el valor de ry calculando la primera derivada de le
expresién (3.7) e igualandola a cero. Asi, se encuentra que rq = [?/GM, de manera que el
potencial efectivo se puede escribir

I _GMm (5 1o
eff — o o2 r )

Para obtener una aproximacion a segundo orden en serie de Taylor utilizamos que

1 [ d*U.
Uerr = 5 ( ff) (r —ro)* + U,
r=rg

2 dr?

el término lineal en r — ry desaparce puesto que la primera derivada del potencial es cero en
el minimo. Sustituyendo el potencial efecivo se obtiene finalmente que, en la vecindad de ryg,
el potencial gravitacional effectivo estd dado aproximadamente por

1GMm GMm
Ueff:§ 3 (r—r0)® = oy

que corresponde al potencial de un oscilador arménico de frecuencia w = /GM /r3.

Para el problema de dos cuerpos cuando la energifa mecédnica es tal que E = U.sf(ro)
la orbita es circular, la fuerza gravitacional se balancea con la fuerza centrifuga. Por lo
tanto, cuando las érbitas son elipses cuya excentricidad es pequena (casi circulos) el poten-
cial gravitacional se puede aproximar por el de un oscilador armoénico simple de frecuencia

VGM /3.
3.1.3. El potencial de Lenard-Jones

En las secciones anteriores usamos el teorema de conservacion de eneria para problemas
que involucraban a un cuerpo de masa m sujeto a diferentes fuerzas. En este caso nos vamos
a concentrar solo en un campo, es decir, nos concentramos solo en la funcién potencial,
conocida como potencial de Lenard-Jones que estd dado por

rox 12 ra 6
e[ -)]
r r
la forma de este potencial se muestra en la figura 3.3, donde podemos notar que también
tiene un minimo y estados ligados.
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Figura 3.3: Diagrama de energia para el potencial de Lenard-Jones.

En vista de la forma del potencial, podemos hacer un céalculo equivalente al caso gravi-
tacional. Entonces, tomamos la primera derivada del potencial de Lenard-Jones con lo que

obtenemos dU 19 b ]
el/m r
e (ORI ON

esta expresién se anula en r = ry que es la posicién del minimo. Andlogamente al caso

gravitacional, para encontrar la frecuencia calculamos la segunda derivada del potencial y

la evaluamos en el minimo con lo que se obtiene que, a segundo orden de aproximacién en

serie de Taylor, el potencial de Lenard-Jones es

36¢€
2

To

U= (T_TO)Q_Ea

de manera que la frecuencia asociada a este potencial estd dada por

T2¢

w = _—
27
mry

en donde m representa la masa de un cuerpo sujeto al campo de fuerzas correspondiente esta
funcién potencial.
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3.2. Algunas observaciones

Los aspectos fundamentales en estos problemas son la existencia de estados ligados, en
otras palabras que la energia potencial tenga uno o varios minimos. Esto permite aproximar,
alrededor del minimo, a la energia potencial original por la de un oscilador armoénico simple.

Como se pudo notar de la tdltima seccién, el problema es relativamente simple si se
conocen la herramienteas del cdlculo apropiadas. En este caso, fue importante saber encontrar
maximos y minimos con el calculo diferencial y la serie de Taylor.

3.3. La energia de un sistema de particulas

Para introducir las nuevas ideas de esta secciéon vamos a trabajar un problema y después
desarrollaremos la teoria general.

3.3.1. Una mancuerna

Ya hemos visto algunas de las propiedades cuando estudiamos sistemas de particulas
desde el punto de vista de las leyes de Newton. Ahora vamos a explorar algunos resultados
importantes que resultan de construir la energia mecénica de un sistema de particulas cuando
las fuerzas involucradas son conservativas.

A manera de ejemplo, estudiemos el movimiento de una mancuerna formada por dos ma-
sas iguales unidas por una barra rigida de masa despreciable. Ya sabemos que el movimiento
del centro de masa se describe simplemente considerando las fuerzas externas, asi que lo
consideraremos fijo en el espacio; de tal manera que la mancuerna solo puede rotar respecto
de un eje que pasa por el centro de masa como se muestra en la figura 3.4.

La energia cinética de la mancuerna, suponiendo que solo rota respecto a un eje que pasa

por el centro de masa es?

1 1
T= §mlvf + §mgv§, (3.8)

como cada particula se mueve en un circulo, la magnitud de la velocidad es wl; en donde [;
es la distancia del la particula ¢-ésima al centro de rotaciéon y w la velocidad angular a la que
rota. De tal manera que la energia cinética toma la forma

1
T = 5[&)2,

en donde I = myl? + myl3, que se conoce como momento de inercia.

De este resultado vemos que la energia cinética de la mancuerna tiene la misma forma
que la energia cinética de una particula de masa m, moviéndose a velocidad v; un coeficiente
de inercia, asociado a la rotacién, por una velocidad angular. Es importante notar que para
el caso que estudiamos, el coeficiente de inercia I depende de dénde esta la masa respecto
algin punto, en este caso [ que se mide desde el eje de rotacion.

2Aqui se supone que R = 0 y que el centro de masa no estd sujeto a fuerzas externas.
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Figura 3.4: Diagrama de la rotaciéon de una mancuerna hecha de dos cuerpos de masas m;
y ms unidos por una barra rigida de masa despreciable. La mancuerna rota con velocidad
angular w respecto de un eje que pasa por el centro de masa (el punto O); R es la posicién
del centro de masa respecto del Laboratorio.

Si el centro de masa no esta fijo en el espacio y se mueve debido a fuerzas externas, la
energia cinética es de la misma forma que la expresién (3.8), solo que ahora la velocidad de
cada particula es de la forma

v=v +V, (3.9)

en donde V y v’ son la velocidad del centro de masa y la velocidad relativa al centro de
masa, respectivamente. Si escribimos la expresion (3.8) desde un sistema con origen en el
centro de masa de la mancuerna obtenemos

1 1 , 1 ,
T = 5]\4‘/2 + §m1012 + §m2022 + V- (myv] + mavy), (3.10)
en donde M es la masa total de la mancuerna.
Como las particulas estan unidas por una barra rigida, la parte de la energia cinética
relativa al centro e masa tiene la forma wl;, en analogia con la mancuerna rotando respecto
a un eje fijo. El tercer término se anula, pues es la posicion del centro de masa relativa al
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centro de masa. De manera que la energia cinética se puede escribir como

T = lMv2 + lm,
2 2
el primer término corresponde a la energia cinética del centro de masa y, el segundo, es la
energia cinética debida a la rotacion medida respecto del centro de masa.

Este resultado solo es valido al describir al sistema mecénico en las coordenadas del centro
de masa, en cualquier otro caso el tercer término en la expresién (3.10) es diferente de cero.
Como la energia se puede separar en una parte de traslacién y una de rotacion, significa que
el estudio del sistema de particulas se traduce en resolver la traslacién del centro de masa,
por un lado, y la rotacién desde el centro de masa considerando al sistema como si fuera
inercial ain cuando en general esta acelerado.

Vayamos un poco mas adelante con este ejemplo y calculemos la magnitud del momento
angular del sistema de particulas en las coordenadas del centro de masa

L=rx (m;+my)V+r x (myv]+ mavh)

el primer término corresponde al momento angular del centro de masa y, el segundo, el
momento angular relativo al centro de masas. Analicemos la magnitud del momento angular
relativo, es decir,
/ / /
L = mlllvl + m2l2U2,

y como v, = l;w obtenemos que L' = Iw. En otras palabras, cuando el eje de rotacién pasa
por el centro de masa, el momento angular L’ se escribe como un coeficiente de inercia por
la velocidad angular, en analogia con el momento lineal que es la masa por la velocidad.

Ahora supongamos que sobre la masa m; actia una fuerza externa F,, de manera que
las ecuaciones de Newton serian

ma; = T12+F€, (311)
meoagy = T21, (312)

en donde T;; representa la tension que siente la masa ¢ debido a la masa j, si sumamos las
expresiones anteriores obtenemos la ley de Newton para el centro de masa, es decir,

F.= MV, (3.13)

donde M = mj+ms es la masa total y utilizamos la tercera ley de Newton para las tensiones.
De lo que obtuvimos calculando la energia mecanica del sistema, podemos ahora montarnos
en el centro de masa de la mancuerna y describir la rotacion desde ahi. Entonces calculemos
el producto vectorial de las ecuaciones anteriores con sus respectivos vectores de posicion

(r) +R) x mi(a, +V) = (r/ +R) x (T2 +F.), (3.14)
(I'/2 + R) X mg(ag -+ V) = (I'IQ + R) X T21, (315)
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en donde usamos la regla de transformacién (3.9) para la posicién y para la aceleracién, al
sumar estas dos ecuaciones obtenemos que
/ / / [ / /
ry X mpaj +ry X ma, =r] x Fo 4 (r] —r}) x Ty,
en donde se utilizé que

(M} + morh) =

0, (3.16)
(mya) + moal) = 0,
puesto que estas variables estan medidas desde el centro de masa y la ecuacién (3.13). El
ultimo término que corresponde a las torcas debidas a la tensién se anula, ya que el brazo
de palanca es paralelo a la tension. Finalmente notamos que

—(r x mv) =r x ma,

dt
ya que el término v X mv es cero y la ecuacién toma la forma
dL’ ,
— =1, X F,, 3.17
dt 1 ( )

en donde L' = r} x myv] + 1y x m;vj es el momento angular relativo cuya magnitud es
L' = Iw. Entonces, encontramos que para resolver la rotacién del cuerpo respecto del centro
de masa hay que resolver la ecuacion anterior sin importar qué tipo de movimiento tenga el
centro de masa, que estd determinado por la ecuacién (3.13).

En resumen, encontramos que la mancuerna se puede describir con dos ecuaciones dinami-
cas una para la traslacion y otra para la rotacion que, ademas, tienen la misma forma “masa
(momento de inercia) por aceleracién (aceleraciéon angular) igual a la fuerza externa (torca
externa)”, es decir, la rotacién se describe con la “Ley de Newton para Torcas”.

Ahora consideremos que la mancuerna esta hecha por las particulas de masa m; y ms y
que estan en un campo eléctrico uniforme E = Fi; la primera particula tiene carga ¢ y la
otra es neutra. Asi, la fuerza externa es F, = ¢E de manera que las ecuaciones de Newton
para traslacion y rotacién, respecto del sistema centro de masa, toman la forma

MV = ¢Fji, (3.18)
Iw =IlgEsind,

en donde 6 es el angulo entre la mancuerna y la horizontal. Si la condicién inicial para la
coordenada angular es de la forma 6(0) < 1, se puede hacer la aproximacién de angulos
pequenos y la ecuacion que describe la rotacién se reduce a un oscilador armoénico simple.

Hay que notar que empezamos con dos masas unidas por una barra y determinamos que
el problema se describe con cinco ecuaciones diferenciales para R(t) y 0(t), es decir, cinco
grados de libertad tres de traslaciéon y uno de rotacién. Cada masa tiene tres por lo que el
sistema mecanico tendria seis pero, como hay una restriccién geométrica, se disminuye en
uno; la regla general sera restarle a la suma de los grados de libertad, el nimero de restriccio-
nes geométricas. Las soluciones de las ecuaciones obtenidas corresponden a un movimiento
uniforme acelerado en la horizontal y, para la rotacién, oscilaciones no lineales.
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3.3.2. El vector velocidad angular

En al seccién anterior demostramos que la magnitud de L = [w, en donde w era la
velocidad angular de rotacién respecto de un eje perpendicular a la mancuerna. Cuando el
centro de masa de la mancuerna esta fijo en el espacio, la direccion del momento angular es
fija pues es siempre perpendicular al plano de rotacion. Sin embargo, si el centro de masa se
mueve, la mancuerna rota alrededor del mismo eje, pero éste puede cambiar su direcciéon en
el espacio.

Entonces, ya tenemos una relaciéon para la magnitud del momento angular en términos
de la velocidad angular de rotacién y como se distribuye la masa y falta poder determinar
su direccion. Lo primero que viene a la mente es construir un vector cuyas componentes son
angulos, cierto ntimero, y asi en analogia con el vector de posicion construir la velocidad; que
de cierta forma es lo que ya encontramos en la seccién anterior. Sin embargo, al formar una
triada de dngulos para describir rotaciones de un cuerpo rigido general, nos encontramos que
no es un vector pues hacer rotaciones en diferente orden resulta en configuraciones finales
diferentes; en otras palabras no conmutan.

Cuando el eje de rotacién esta fijo, se puede escoger la variacion del angulo como la
magnitud del vector velocidad angular y en la direccién del candnico correspondiente; por
ejemplo en polares el vector velocidad angular promedio es de la forma

AD 4
<w >= th,

por lo que el momento angular y el la velocidad angular son paralelos, es decir,
L=]w.

Aunque las rotaciones finitas no son conmutativas, las variaciones infinitesimales de los angu-
los si lo son. Se debe notar que esté es una eleccion conveniente pero no se ha demostrado,
en el caso general la velocidad angular y el momento angular no son paralelos.?

Finalmente, para determinar la velocidad de las masas de la mancuerna a partir de la
velocidad del centro de masa y la velocidad angular usamos que, por ejemplo para la masa
my, vi = V + v, en donde v es la velocidad tangencial relativa al centro de masa y tiene
magnitud wr. La velocidad angular, el vector de posicién y la velocidad tangencial relativa
son perpendiculares entre si, por lo que es facil mostrar que

r_ /
V] = w X1,

este resultado es heuristico y se mostrara en general mas adelante.

3Cuando el centro de masa se mueve debido a fuerzas externas, la idea se puede extender ya que hay
casos en los que la velocidad angular y el momento angular siguen siendo paralelos.
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3.4. Para un sistema de n particulas

Para un sistema conservativo de n particulas, la energia mecanica es de la forma
n
Z 1 2
E = Qmivi +U(|I'z‘—1'j‘),
i=1

en donde el segundo término representa a la energia potencial de interaccion entre particulas
que depende de la distancia relativa entre ellas. Esto quiere decir que este sistema es cerrado
pues no hay fuerzas externas.

Al hacer la transformacién (3.9) en la energia se encuentra que

N P |
E = Z(émivf + ém,VQ + Qmiv'i . V) + U(’I‘li — I',j|),
i=1

CcOomo
n
E mivli =0
i=1

obtenemos finalmente que

1 1,
E: §MV2+;§TI'LZ’UZ2+U(|I'/Z —I',jl). (319)

Si suponemos que la velocidad del centro de masa es cero, entonces la expresion anterior
representa a la energia interna del sistema mecanico. Por ejemplo, en el aire contenido en
un contenedor cerrado las moléculas de aire tienen energia cinética e interactian entre ellas
con fuerzas centrales que dependen de la distancia relativa entre ellas.

En el caso de un cuerpo rigido, definido como aquel que no se deforma sin importar qué
tan grandes sean las fuerzas que se le aplican, el término correspondiente a la energia interna
puede escribirse de una manera mas simple como en el caso de la mancuerna. Para simplificar
aun mas las cosas supongamos que el cuerpo rota, a una velocidad angular w, alrededor de
un eje que pasa por el centro de masa como se muestra en la figura 3.5. La magnitud de la
velocidad de una pequefa particula del rigido es v, = V + v}, en donde v, es la velocidad
tangencial relativa al sistema centro de masas.

Entonces, si el punto estd a una distancia p del eje de rotacién, entonces v, = wp y de la
figura 3.5 se ve que p = rsinf. Por lo que

v, = wrsind, (3.20)

finalmente la velocidad tangencial relativa, el vector de posicion y la velocidad angular son
mutuamente perpendiculares, de tal manera que

r /
V, = w XTI,
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Figura 3.5: Diagrama de la rotacién de un cuerpo rigido. El cuerpo (en verde) rota respecto
a un eje que pasa por el centro de masa (el punto O) con una velocidad angular w en la
direccién del eje 2. El punto P denota un pequeno pedazo del cuerpo rigido que se mueve
alrededor de un circulo de radio p,.

cuya magnitud estd dada por la expresion (3.20) y la direccién se eligié usando la regla de
la mano derecha eligiendo localmente a al velocidad angular en la direccion en la direccién
de 2’ (ver figura 3.5).

Para incluir este resultado en la expresiéon para la energia cinética, suponemos que el
rigido estd compuesto por n particulas unidas por restricciones geométricas (como en la
mancuerna), de manera que la velocidad de la particula i-ésima es

vi=V+wxr,
en donde r; es la posicion de la i-ésima particula. Sustituyendo esta expresion en la parte

correspondiente a la energia cinética de la expresién (3.19) obtenemos

1 "1
T = 5Mv2 + ; Smi(w % r/)?, (3.21)

el ultimo término se puede reescribir usando la identidad vectorial

(w x1)* = rjw’ — (w ),
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este término es ain complicado, ya que los coeficientes de inercia (momentos de inercia)
dependen del eje de rotacion y no se reducen a una cantidad escalar como la masa. Asi que
por el momento consideraremos que el rigido gira alrededor de un eje que pasa por su centro
de masa, del tal manera que el momento de inercia es I = > m;r? y en ese caso w - 1} = 0,
de manera que la expresion para le energia cinética es de la forma

1 1
T = 5Mv2 + 5[& (3.22)

El tipo de rigidos que estamos describiendo son aquellos en los que, ademas de que rotan
respecto de un eje que pasa por el centro de masa, éste es también un eje de simetria del
cuerpo; una esfera rotando respecto de un eje que pasa por el centro, un cilindro rotando
respecto de su eje de simetria, etc.

El resultado que obtuvimos tiene la misma forma que en el caso de la mancuerna, de
manera que hemos probado que para describir el movimiento de un cuerpo rigido basta con
resolver la segunda ley de Newton para el movimiento del centro de masa y la rotacién con
la ecuacion de Newton para la rotacién descrita desde el sistema centro de masa, como si
fuera un sistema inercial. Hay que notar que si el eje de rotacién estd fijo en el espacio, sin
importar si pasa o no por el centro de masa, el problema se describe a partir de la ecuacién
de Newton para la rotacion.

En todo el andlisis trabajamos por un lado con la energia cinética del sistema de particu-
las, y por le otro lado, con las leyes de Newton en donde el movimiento del rigido solo
depende de las fuerzas y torcas externas. En el caso general es posible mostrar que, en la
energia mecanica del sistema de particulas, la energia potencial que aparece es solo debida a
las fuerzas externas, los término correspondientes a la interacciones entre particulas suman
a lo mas una constante.

3.4.1. El momento de inercia

En la seccion anterior encontramos que la rotacion de la mancuerna se puede estudiar de
una manera muy parecida a la traslacion, en donde la variable cineméatica Momento Lineal se
cambia por al variable Momento Angular y éste ultimo se puede escribir como un coeficiente
de inercia por la velocidad angular; en analogia con el momento lineal.

En el caso mas general encontramos que el momento de inercia del cuerpo rigido, pensado
como un sistema de particulas unidas por barras inextensibles del masa despreciable, es de
la forma I = > m;r? en donde r; es la distancia al eje de rotacién.* Lo importante de este
coeficiente de inercia es que depende de las masa del cuerpo y de cémo esta distribuida en
el espacio.

Para una distribucién continua de masa, por ejemplo un cuerpo solido cuya densidad de
masa es de la forma p = p(x,y, z) tenemos que la contribucién al momento de inercia por
una pequeno pedazo de cuerpo a una distancia r del eje de rotacion es

dI = r*dm,

4Es importante notar que el cuerpo no tiene que rotar respecto a este eje. La rotacién se puede estudiar
desde cualquier eje igual que el momento angular se puede medir desde cualquier sistema coordenado.
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en donde dm es la masa del pedazo. Como dm = pdV en donde dV es el volumen que pesa
dm, encontramos que el momento de inercia de una distribucién continua de masa es

I = /erdV.

En el caso general, esta es una integral sobre el volumen del cuerpo como en el caso del célculo
del centro de masa. Se debe notar que existen tablas del valor del momento de inercia para
un gran nimero de geometrias respecto de diferentes ejes por lo que no siempre es necesario,
o recomendable, calcularlos.

El teorema de ejes paralelos.

Supongamos que el momento de inercia es conocido desde un eje arbitrario y buscamos
calcularlo respecto de un eje que pasa por el centro de masa, con la condicién de que sea
paralelo al primero. Entonces partimos de que I = Zmip;? en donde p; es la distancia al
eje de rotacién que pasa por el centro de masa. La relacion entre el sistema centro de masa
y cualquier otro es de la forma p; = R, + p, en donde R,, es la distancia entre ejes.

Entonces, el momento de inercia se puede reescribir como

I = Z m,;,o;2 + Z miRi + 2R, - me;y

el dltimo término representa la posicién del eje que pasa por el centro de masa, relativa al
centro de masa por lo tanto este término vale cero. Usando que M = ) m; es la masa total
del sistema de particulas, el momento de inercia respecto a un eje arbitrario se puede escribir
como

I=> mp+ MR}, (3.23)

el primer término es el momento de inercia medido desde un eje que pasa por el centro de
masa y el segundo es la masa total por la distancia entre ejes. Es resultado es muy 1til, ya
que en muchos casos el calculo desde el sistema centro de masa es mas simple.

3.4.2. El péndulo

Como ejemplo estudiaremos el péndulo en el caso en el que, en vez de una masa puntual
suspendida de una cuerda inextensible, tenemos un cuerpo de geometria arbitraria suspen-
dida de una cuerda inextensible, como se muestra en la figura 3.6. Entonces, el problema
consta de un conjunto de particulas que representan al rigido de masa m, cuyo centro de
masa estd también restringido a moverse a una distancia [ de un punto (el punto O en la
figura 3.6).

En analogia con el caso de la mancuerna, el momento angular desde el punto O en
coordenadas polares es L = [ 0127 en donde I es el momento de inercia desde un eje que
pasa por el punto de fijacion y k es el canénico en la direccién de z. Por otro lado, las torcas
medidas desde O se deben solo al peso W, ya que la tensién en la cuerda y el brazo de palanca
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Figura 3.6: Péndulo de forma arbitraria, el cuerpo esta suspendido de una cuerda inextensible
de tal manera que el centro de masa esta a una distancia [ del pivote en O.

son vectores paralelos. Como W = mg(cos 0t — sin #8) entonces la torca (7 = r x W) es

T = —mglsin 0k y la ecuacion de movimiento es
d*0  mgl Gin g
— = —>sin
dt? I ’

en el caso de que el cuerpo es una particula puntual de masa m, el momento de inercia es
ml? y se recupera el resultado para el péndulo puntual.

Es importante notar que este resultado es para cualquier cuerpo rigido sujeto a rotar
respecto de un eje fijo. Para calcular el momento de inercia basta con conocerlo en un eje
que pasa por el centro de masa y utilizar el teorema de ejes paralelos.

3.4.3. La rueda rodante

Como primer ejemplo consideramos un disco de masa m y radio R que rueda sin resbalar
por una superficie plana. Supondremos que en el centro de masa se aplica una fuerza F
en direccién horizontal, como se muestra en la figura 3.7-(a). Las leyes de Newton para la
traslacion y la rotacién toman la forma

F—f = ma, (3.24)
N—-mg = 0, (3.25)
~Rf = Iw, (3.26)

en donde N es la normal a la superficie, f es la fuerza de friccién que actia en el punto de
contacto entre la superficie y el disco y w la velocidad de rotacion del disco.
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Como la rueda no se desliza, el punto de contacto debe estar en reposo de manera que
la fuerza de friccién debe asegurar que esto se cumpla. En otras palabras es una restriccién
geométrica; una vez que el disco a dado una vuelta completa, el centro de masa recorre
exactamente un perimetro. Es conveniente escribir este resultado en diferencias, es decir,

Ax ~ —RA0O

en donde Ax es el desplazamiento horizontal del centro de masa y RA6 la longitud de arco.
El signo negativo se debe a que los angulos crecen en contra de las manecillas del reloj.

a)

Figura 3.7: a) Diagrama de un disco que rueda sin resbalar por una superficie plana. b)
Maéaquina de Atwood; la masa M de la polea no es despreciable.

Al dividir entre el intervalo de tiempo At y al tomar el limite de éste tendiendo a cero
encontramos que la condicién de que la rueda no resbale es

V = —Rw.

Con esta ultima ecuacion se cierra el sistema de ecuaciones que tiene como solucion

2F
= — 2
a P (3.27)
F

Investiguemos un poco la informacién en el teorema de trabajo y energia para este caso. Sin
perdida de generalidad suponemos que en t = 0 la posicién y la velocidad son cero, de las
ecuaciones de movimiento acelerado uniforme tenemos que

1 1
A (577’“)2 + 5[0)2) = FAQ?,
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lo que significa que la fuerza en el punto P no hace trabajo. En otras palabras, el principio
de D’Alambert en este caso toma la forma

(—ma + F)éx — 1wdd = 0,

pues la fuerza externa es F' nada mas. Al usar la restriccién dx = —R06, se obtiene la
expresién (3.27) para la aceleracién del centro de masa.

Por 1ltimo, estudiemos el problema de la rueda descendiendo por un plano inclinado que
hace un angulo « con la horizontal. Note que no hay que resolver un problema nuevo, pues es
el mismo problema si cambiamos la fuerza motriz F' por mg sin a.. Si reescribimos el teorema
de trabajo y energia encontramos que

1 1
A (émiﬂ + 51w2> = mgsin aAz,
como sin Az = h en donde h es la altura del plano inclinado obtenemos que

1 1
A (§mv2 + 5[&)2> = —AU
donde AU = —mgh. Sabemos que este es el potencial gravitacional en la superficie de la

tierra, por lo que encontramos que este sistema conserva a la energia mecanica. Entonces
.por qué se gastan la llantas?

3.4.4. La maquina de Atwood

Como siguiente ejemplo, retomemos el problema de la maquina de Atwood que se muestra
en la figura 3.7-(b), pero ahora vamos a considerar que la masa de la polea (M) no es
despreciable y gira de tal manera que la cuerda no resbala. Las ecuaciones de movimiento
en este caso son

T —mig = ma, (3.29)
Ty —mag = moas, (3.30)
R(TY —Ty) = Iuw, (3.31)
i = —Rw, (3.32)

j» = Ruw, (3.33)

n+y = L, (3.34)

en donde I es el momento de inercia del disco y w la velocidad angular de rotacién de la polea.
Las primeras dos ecuaciones (ecs (3.29) y (3.30)) corresponden a la segunda ley de Newton
para cada masa, la ecuacién (3.31) es la ecuacién de torcas para la polea, dos condiciones
de no deslizamiento y que la cuerda es inextensible, ecs. (3.32-3.34). La solucién al sistema
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anterior es de la forma

as = —ap, (335)
a1
= —— 3.36
w = -3, (3.36)
mo —

= 3.37

ai gml + Mo + %M7 ( )
T 2+ 3.38
1 = gm1m2m1+m2—|—%M’ ( . )

24 5o
T, = gmime L (3.39)

m1+m2+%M’

en donde se puede ver que si my; y mo son comparables y M < m; las dos tensiones son
iguales, la ecuacion para torcas se reduce a la tercera ley de Newton entre los bloques, como
si la polea no estuviera. Las aceleraciones van disminuyendo conforme la masa de la polea
se hace mas grande.

3.5. El teorema de trabajo y energia: rotacion.

En las seccion anterior encontramos que la rotacién se describe a partir de tomar el
producto vectorial del vector de posicion con la segunda ley de Newton con lo que obtenemos

dL
dt

T,

en donde T es la torca. En el caso en el que el eje de rotacion pasa por el centro de masa el
momento angular se puede escribir como L = /w en donde w es la velocidad angular.

Para hacer mas simples los célculos, partimos de la energia cinética de rotacién y tomamos
su derivada temporal, es decir,

d 1
sustituyendo la segunda ley para torcas en el lado derecho obtenemos que
dTrot W
= - T
dt ’

en donde T,.,; representa a la energia cinética de rotacion. Esta expresion, a partir del teorema
fundamental del calculo, se puede reescribir como

/dTTOt = /T - wdt.

Hasta aqui todo parece ser analogo al caso en donde solo consideramos la traslacion. Sin
embargo, este caso esta restringido a que el rigido rota alrededor de un eje fijo o que pasa
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por el centro de masa, en un caso mas general, el momento angular y la velocidad angular
no son paralelos. Asi, resulta que la fuerza y el brazo de palanca son perpendiculares por lo
que la torca y la velocidad angular son paralelos. Entonces, si utilizamos que wdt = df y lo
substituimos en la expresion anterior encontramos finalmente que

ATT’ot = /Td9

que es el teorema de trabajo y energia para la rotacion. Ademds, como ya habiamos encon-
trado al estudiar el principio de trabajo virtual, el trabajo hecho por torcas tiene la forma

Wiot = / Tdf.

Este resultado es muy importante, pues el principio de D’Alambert es la suma del trabajo
realizado por un sistema en el que las fuerzas (torcas) externas estan en equilibrio con las
fuerzas (torcas) inerciales. Por ejemplo, para la méquina de Atwood el principio de trabajo
virtual toma la forma

<_m1a1 - mlg)5y1 + (—m2a2 - mgg)5y2 — Twdb = 0,

en donde solo aparecen las fuerzas externas al sistema de particulas. Al incluir las restricciones
geométricas (3.32-3.34) encontramos de manera mas directa la expresién (3.37).

3.6. El trabajo virtual

Para este concepto vamos a empezar con un ejemplo simple. Tenemos una pequena cuenta
que se mueve sobre un cable de forma dada debido a una fuerza F, como se muestra en la
figura 3.8, y buscamos calcular el trabajo de manera que debemos calcular

W:/(F+N)-dr,

en donde N es la fuerza normal que hace el cable sobre la cuenta. Sin embargo, en vista
que la integral se toma a lo largo de la trayectoria y que las fuerzas normales siempre son
perpendiculares a ésta, el trabajo es simplemente

W:/F-dr,
/N~dr:07

en otras paralabras la fuerza resultante de la restriccién geométrica no hace trabajo.

puesto que
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Figura 3.8: Una cuenta de masa m sujeta a una fuerza externa F que esta constrenida a
moverse sobre un cable de forma determinada.

Ahora vamos a poner el resultado en otras palabras y en vez de usar el calculo integral
usaremos el calculo de diferencias. Entonces, el trabajo realizado por un desplazamiento
infinitesimal es de la forma

SW = (F + N) - dr

en donce se usé la d para denotar diferenciales, como la fuerza normal es perpendicular al
desplazamiento N - r = 0. Hasta el momento, todo es lo mismo escrito de manera diferente,
pero si ahora partimos de la segunda ley de Newton para este caso

F+N+F'=0

en donde F* = —ma con a la aceleracion de la cuenta. Multiplicamos por el desplazamiento
infintesimal (”virtual”) y obtenemos

F.ér=F"-or.
El ejemplo més simple es un bloque en una mesa sin friccién, la ecuacién anterior corresponde

a la componente de la segunda ley de Newton en la direccion del movimiento, es decir,
perpendicular a la mesa.
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En el caso de tener un sistema de particulas, multiplicamos a la segunda ley de New-
ton de la i-ésima particula por su respectivo desplazamiento “virtual congruente con las
restricciones” y obtenemos

() Fij+Fi + F) - 61, =0, (3.40)

J

en donde F;; son las fuerzas entre las particulas, F;. la fuerza externa que siente la i-ésima
particula, F; = —ma; y a; es su aceleraciéon. Ndtese que esto es mucho mas general, pues
las fuerzas entre particulas pueden ser restricciones geométricas, como el caso de la mesa,
o fuerzas gravitacionales en el caso de que el sistema de particulas sea el sistema solar por
ejemplo. Lo importante es que todas estas fuerzas satisfacen la tercera ley de Newton.

Toda la diferencia con los cédlculos realizados para el sistema de particulas es que hemos
proyectado con el desplazamiento “congruente con las restricciones geométricas” de la i-ésima
particula y ahora sumamos sobre todas las particulas con lo que obtenemos

> (Fie +F;) - o =0, (3.41)

)

esta expresion se conoce como principio de D’Alambert. Este principio muestra que la ace-
leracién del sistema sélo depende de las fuerzas externas al sistema de particulas.

3.6.1. Algunos ejemplos de estatica

= La ley de la palanca.
Este problemas se puede ver como dos masas, de pesos W1 y Wy, unidas por una

-

N -—_'___,-
. a a7 66 6y,
6y1 69___(_—"_—-'-‘

W I b +

Figura 3.9: Dos particulas unidas por una barra rigida en equilibrio mecanico. Las fuerzas
entre particulas no estan representadas.

barra rigida de masa despreciable y pivotada en un punto O, como se muestra en la
figura 3.9. Cada particula siente la fuerza de gravedad, la fuerza en el pivote y la tension
debido a la barra.
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Desde el punto de vista Newtoniano y visto como sistema de particulas las ecuaciones
toman la forma

W, + Ty = 0, (3.42)
W2+T2b - 0, (343)
N+Ty+Te = 0, (3.44)

en donde T;; son las tensiones entre las particulas. La tercera ecuacién corresponde
a la barra, que también se incluye como una tercera particula. A este sistema hay
que anadirle dos ecuaciones, correspondientes la tercera ley para las tensiones, y una
restriccion entre las aceleraciones. Este camino es claramente muy complicado para el
resultado que buscamos.

Si aplicamos el pincipio D’Alambert, el trabajo realizado por un desplazamiento infi-
nitesimal toma la forma

oW = (Wl -+ le) : 51‘1 + (WQ + Tgb) . (51‘2,

el termino correspondiente a la barra desaparece pues su desplazamiento virtual es cero
ya que estd fijo en el espacio. En vista del principio de D’Alambert esta cantidad se
debe anular, pero ademas, las fuerzas de interaccién entre las particulas se anulan pues
son perpendiculares a los desplazamientos virtuales, por lo que

Widy, + Wadys = 0, (3.45)
de la figura 3.9 se ve que la relacién entre los desplazamientos en la vertical y el
desplazamiento angular es dy; = —adf y dy; = bdf con lo que obtenemos

(—aWy 4+ bW5)é0 = 0, (3.46)
que se debe satisfacer para todo d6 y por lo tanto
I%:%m.

que es la ley de la palanca. El caso general se encuentra cambiando el peso W; por la
magnitud de la fuerza aplicada y W5 por la magnitud de la fuerza resultante.

Las poleas multiples.

El sistema de poleas se muestra en la figura 3.10-(a), la idea es calcular la fuerza
que debe aplicarse en el punto A para que la masa, de peso W, se eleve a velocidad
constante dado que hay n poleas. Primero utilizamos las leyes de Newton y para hacerlo
més simple usamos una polea arriba y una abajo (n = 1), como se muestra en la figura
3.10-(b). Las ecuaciones para el equilibrio son

-W+Ty+T, = 0, (3.47)
F-T, = 0, (3.48)
Tl—TQ = O, (349)
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Figura 3.10: Poleas multiples.

eliminando las tensiones se encuentra que F' = W/2; es de notar de la figura 3.10-(b)
que la relacion entre desplazamientos es de la forma 20y; = —dys. Sin embargo, esta
informacion no es necesaria para resolver el caso de equilibrio, pues estd contenida
en las fuerzas de tension. Para el caso de n poleas tendriamos un sistema de 2n + 1
ecuaciones con 2n + 1 incognitas.

En cambio, el principio de D’Alambert toma la forma

Al jalar la cuerda una distancia dy, las poleas de la parte de abajo se desplazan una
distancia dy; = —dy2/2n, con lo que obtenemos

(W —2nF)éy; =0,

que se debe satisfacer para todo dy; y por lo tanto

r=
2n
Es notorio que el resultado implica que si n es muy grande, la fuerza que hay que
hacer para levantar cualquier cosa es practicamente cero. Sin embargo, hay que notar
varias cosas, entre ellas que en un caso mas realista las poleas jugarian un papel més
importante, como se vera mas adelante.

Las torcas
Si ahora calculamos la variacion del trabajo debido a la rotacién pura de un punto
respecto a un eje fijo, tenemos que

oW =F - dr.
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Como el punto solo se roté un angulo 6, el vector de desplazamiento es perpendicular
al vector de posicién y tiene magnitud (06, en donde [ es la distancia al eje de rotacion.

Por lo tanto
oW = F,l40,

donde F}, es la componente de la fuerza perpendicular al vector de posicién, como F,l
es la torca encontramos que el trabajo realizado al rotar respecto a un eje fijo es

W = /Td&,

en donde 7 es la magnitud de la torca. Nétese, entonces, que la expresion (3.46) es el
trabajo virtual hecho por las torcas medidas desde el punto O; claramente N no hace
torca respecto al pivote ya que el brazo de palanca es cero. Este resultado particular
anticipa uno mas general en el que se demuestra que el principio de D’Alambert incluye
grados de libertad de rotacion.

3.6.2. La dinamica como problema de estatica

Los ejemplos anteriores son de estatica, pues la aceleracion era en todos los casos cero.
Para problemas de dindmica el principio se utiliza de manera similar, pues desde el sistema
acelerado el problema es equivalente a un problema de estatica. Vamos a aplicar, a ma-
nera de ejemplo, estas ideas a la méquina de Adwood (ver figura 3.10). Por el momento
consideraremos que las masas de la cuerda y la polea son despreciables.

A

T,
T,“ . lyz

y, :
t |ms

Figura 3.11: Méquina de Adwood.

Primero lo resolveremos usando las leyes de Newton, escogemos el sistema coordenado,
como se muestra en la figura (3.11), realizamos el diagrama de cuerpo libre y escribimos las
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ecuaciones. Como suponemos que las masas se mueven solo en la vertical tendremos

T —mig = myay, (3.50)
Ty —maog = moas, (3.51)
T —-T, = 0, (3.52)
n+y = L, (3.53)

en donde T y T3 son las tensiones, a; y as son las aceleraciones verticales y L es la longitud
de la cuerda. Por lo tanto, el problema resulta en un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incégnitas.

Ahora bien, para aplicar la ecuacién (3.41) a este caso observamos que hay dos despla-
zamientos, si la masa m; se desplaza una distancia dy; la masa my se desplaza —dy,. Las
fuerzas involucradas son las tensiones en la cuerda y el peso de cada cuerpo; las dos primeras
satisfacen la tercera ley de Newton (la ecuacién (3.52)), por lo que la ec. (3.41) toma la forma

(—=mya; — myg)dy; + (—maoas — mag)dys = 0.

Ahora usamos la restriccién geométrica, la expresion (3.53) escrita como dy; = —dy, y por
lo tanto a; = —as® con lo que obtenemos

[—(m1 + m2)ay + (mg —my)g]dy; =0,

y finalmente

g (mz - m1)
a1 = )

(m1 —+ mg)

evidentemente, si mq es cero, a; = —¢g. En otras palabras, para fines de conocer las acelera-
ciones del sistema de particulas, el problema se redujo a una ecuacién con una sola incognita.

3.7. Algunas notas adicionales

Las ideas antes expuestas siempre llevan a la pregunta de ;qué es un desplazamiento
virtual? Por un lado, utilizamos que en un sistema de particulas, todas las fuerzas que
satisfacen la tercera ley de Newton no hacen trabajo. Pero, por el otro lado, utilizamos que
los sistemas bajo estudio estdn en equilibrio® asi que en principio el sistema, a lo més, se
mueve con velocidad constante relativo al sistema desde donde se realiza la observacion.

Entonces, en el caso de la ley de las palancas, partimos de un sistema que esta en equilibrio
(es decir dy; y 0ys son ambos cero y la expresién (3.45) se cumple trivialmente sin dar
ninguna informacién; véase la figura 3.9) por lo que para fines del cdlculo lo representamos
“ligeramente” fuera de equilibrio. Sin embargo, estrictamente hablando, el sistema mecanico

5Desde el punto de vista del célculo §y es la diferencial por lo que la integrar éy; = —dy» se obtiene la
expresion (3.53).

6Recuerdese que en el caso de dindmica, el problema es de estética si viajamos en un sistema de referencia
que se acelera con la misma aceleracién que el centro de masa del sistema de particulas.
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mantendra su estado equilibrio mecanico siempre que no haya ningin otro agente externo
que le aplique fuerzas como exige la segunda ley de Newton; una de las posibles fuentes para
el nombre de “Desplazamiento Virtual” y de la notacién con d’s, que hasta el momento solo
hacen énfasis en que son desplazamientos virtuales en el sentido antes mencionado.

Ahora bien, a primera vista, podria parecer que la ecuacién (3.41) se construy6 de ha-
ber sumado las leyes de Newton para este sistema, multiplicada por alguna cantidad que
representa los desplazamientos de cada particula mismos que parecen un tanto arbitrarios.
Este es el caso en el que las particulas no interactian entre ellas y, en todo caso, sélo hay
fuerzas externas; por ejemplo en un gas ideal. Cuando hay interacciones entre particulas, los
desplazamientos virtuales no son todos independientes, lo cual, implica que en la suma de
la ecuacién (3.41) no se elimina término a término; como en el ejemplo de la maquina de
Adwood. A esto se refiere justamente la frase de “Los dr; son los desplazamientos virtuales
congruentes con las restricciones geométricas”.
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