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CFD Computational Fluid Dynamics (Dinamica de Fluidos Computacional).
PIV Particle Image Velocimetry (Velocimetria de Imagenes de Particulas).
FO Flujo Optico.
CcC Correlacion Cruzada.
DOF Depth Of Field (Profundidad de Campo).
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Nomenclatura
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€ Angulo de desviacion de la luz al atravesar un medio.
Zy Distancia del gradiente de densidad a la pantalla [m].
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n indice de refraccion.
Al Al Contraste en la imagen.
I, I,
C Funcion de correlacion cruzada.
F Distancia Focal [m].
G Constante de Gladstone-Dale.
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h Espesor del gradiente de indice de refraccion.
Mg Magnificacion.
Zp Distancia del patrén de fondo al gradiente de indice de refraccion [m].
z Direccidn de propagacion de la luz [m].
x Direccion horizontal del gradiente de densidad [m].
y Direccion vertical del gradiente de densidad [m].
u Velocidad de un flujo en la direccion x [m/s].
v Velocidad de un flujo en la direccion y [m/s].
9)) Coordenadas del pico de correlacion [pixeles].
p Densidad [-5].
& Distancia entre un rayo de luz sin desviar y el rayo desviado en BOS.
Ay Distancia entre dos rayos de luz incidentes en un Shadowgraph.
Ay’ Distancia entre dos rayos de luz desviados en un Shadowgraph.

fx,y,t) Funcion escalar de intensidad en la escala de grises de la imagen.
a Parametro de suavizado en el algoritmo de flujo Optico.
val(i) Valor correspondiente al dato i del conjunto de desplazamientos resultantes de
flujo optico.
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f Factor de escala.
s Escala entre los datos de flujo éptico y correlacién cruzada.
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Resumen y Objetivos

Desde su creacion, la técnica Background Oriented Schlieren (BOS) se ha desarrollado para ser
cada vez mas certera para la medicion de campos de densidad completos. De esta forma, la técnica
BOS tiene un gran potencial de complementar a otras técnicas de visualizacién de fluidos en el
estudio de diversos fendbmenos. En la actualidad, existe una necesidad cada vez mayor de contar con
datos experimentales de alta calidad para la validacion de simulaciones numéricas (CFD) y la mejora
de modelos fisicomatematicos de flujos complejos. En particular, en el Taller de Hidrodindmica y
Turbulencia de la Facultad de Ciencias de la UNAM, se han realizado medidas de la densidad como
funcidn de la posicidn, dentro de un flujo supersénico utilizando la técnica BOS (Porta, 2015). Sin
embargo, existen mdultiples detalles de la técnica que no han sido explorados o resueltos,
particularmente aquellos relacionados al incremento en la resolucion espacial de la técnica. Es por

ello que hay un creciente interés por optimizar la técnica BOS.

El objetivo principal de este trabajo es optimizar la técnica Background Oriented Schlieren
mediante la implementacion de técnicas de vision computacional para el procesamiento de imagenes.
De esta forma, se busca incrementar la resolucién espacial de los datos resultantes. Primero se
introducen algunas de las técnicas de medicion de densidades en gases, después se introduce la
técnica BOS y posteriormente se describe la vision computacional, en particular los algoritmos de
flujo Optico. Ya que los algoritmos de flujo dptico estan disefiados esencialmente para la deteccién
de movimientos en una imagen sin considerar la magnitud de los desplazamientos, en este trabajo se
presenta una propuesta de escalamiento para obtener resultados cuantitativos del andlisis de estos
desplazamientos. En este sentido, se presenta la validacion de dicho escalamiento con el flujo
supersénico previamente estudiando en el Taller de Hidrodindmica y Turbulencia de la Facultad de
Ciencias de la UNAM.

Ademas, en este trabajo se presenta una adaptacion del montaje experimental para llevar a cabo
la técnica BOS con material casero. Con el fin de demostrar el funcionamiento de la optimizacion
propuesta en este trabajo, se presentan los resultados obtenidos del estudio del gas de un encendedor

y del gas proveniente de un soplete convencional.

Finalmente, se discuten las diferencias entre los resultados obtenidos mediante el analisis de
flujo optico y el anélisis de correlacion cruzada, tanto en términos de resolucién espacial, como en

tiempo de cdmputo.



1 INTRODUCCION

Una de las propiedades fisicas fundamentales para caracterizar un sistema es la
densidad. Esta depende de la presion, temperatura y concentracion del sistema u objeto de
estudio. Un ejemplo de ello es el agua a distintas presiones y temperaturas en una
turbomaquina, en donde es esencial conocer los cambios que experimenta el fluido en
cuestion (Schobeiri, 2012).

Contar con datos cuantitativos de densidad es esencial tanto para aplicaciones en la
industria, como para la investigacion cientifica. En este sentido, los valores de densidad
permiten expandir el entendimiento de la fisica subyacente en un determinado fenémeno y

sirve como términos fuente para los trabajos de simulaciones.

En esta seccion se presentan algunas de las técnicas usadas para medir densidades en
gases, asi como las problematicas que surgen al medir dicha propiedad. Asimismo, se
introduce a las técnicas no intrusivas y cualitativas para la obtencion de densidades en gases,

tal como lo son la técnica Shadowgraph y la técnica Schlieren.

1.1 Antecedentes histéricos de las técnicas de medicion

La primera técnica de medicion de densidades data alrededor del afio 250 A.C., cuando
el matematico, fisico y astrbnomo Arquimedes se dio a la tarea de identificar si la corona del
rey de Siracusa estaba compuesta totalmente de oro. Para ello, sumergi6 la corona y un
lingote de oro del mismo peso que la corona en un recipiente con agua. Como resultado,
encontré que la corona desplaz6 un mayor volumen de agua que el lingote de oro. Debido a
que la plata tiene menor densidad que el oro, entonces se necesita un mayor volumen de ésta
para igualar el peso, por lo que el resultado del experimento implico que la corona no estaba

compuesta completamente de oro.

A lo largo de los afios, se han desarrollado diferentes técnicas para medir densidades en
gases. Algunas de ellas son: técnicas de velocidad del sonido, técnicas de expansion y

densimetros basados en tubos oscilantes y flotabilidad (Atilhan y Aparicio, 2012).
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La técnica basada en la velocidad del sonido permite estudiar las propiedades
termodindmicas de liquidos, gases y sélidos de componentes puros y mezclas. Esto se realiza
mediante la correlacion de la velocidad del sonido con las propiedades termodinamicas de
interés, lo cual permite obtener valores de densidad y los factores de compresibilidad

correspondientes.

Otra de las técnicas usadas para medir densidades es la de expansion, la cual hace uso
de dos celdas para contener el gas. Inicialmente, el gas es contenido en la primera celda, para
después ser expandido hacia la segunda celda. Se mide la presion y temperatura del gas antes
y después de su expansion y se calcula la razén entre el volumen inicial y el final. Dicha

razon también corresponde a la razon entre la densidad inicial y la final.

Por otro lado, los densimetros de tubo oscilante son un sistema en donde se pone en
contacto un tubo con el fluido que se esta estudiando y se determina la frecuencia de
oscilacion de dicho elemento. Posteriormente, se relaciona la frecuencia de oscilacion con la
densidad del fluido. Esta técnica provee mediciones en un corto tiempo, sin embargo, para
mantener la certidumbre de las mediciones, es necesario realizar calibraciones recurrentes y

compensar por los efectos de cambios de temperatura y presion en el tubo.

Por Gltimo, los densimetros basados en la flotabilidad utilizan el principio de
Arquimedes. En esta técnica, un objeto se suspende de un alambre en una balanza y el fluido
de interés se mantiene en un recipiente de presion a temperatura constante. Después, se
ingresa el objeto al recipiente y se mide la pérdida aparente en el peso del objeto, que es

igual al peso del fluido desplazado.

En ocasiones se miden densidades a partir de tablas o curvas de vapor saturado. Dichas
curvas de vapor saturado son una representacion grafica de las propiedades termodinamicas
del agua y el vapor (temperatura, presion, entalpia y calor especifico) y hacen referencia al
vapor en un determinado punto de saturacion (punto de ebullicion). En este punto, el liquido
y el vapor coexisten en la misma temperatura y presion. La densidad se calcula en funcion
de la temperatura y la presion como el inverso del volumen especifico de una sustancia

(m3/kg), siendo éste el volumen por unidad de masa de la sustancia (Connor, 2019).



Para elegir una técnica de medicion de densidades, es necesario considerar el intervalo
de presion y temperatura del objeto de estudio, la incertidumbre de la técnica, el tiempo que
se requiere para obtener cada medicion, asi como la facilidad de operacion y mantenimiento

de la técnica.

1.2 Problematica

Las técnicas de medicion de densidades en gases mencionadas anteriormente permiten
caracterizar, en su mayoria, una muestra de un determinado gas o mezcla de gases. Sin
embargo, en dichas técnicas primero se caracteriza el gas y luego se utiliza, lo cual no
garantiza que las caracteristicas obtenidas anteriormente sean iguales una vez iniciado el
fendmeno de estudio. En mecanica de fluidos es crucial poder realizar mediciones de los
fendmenos de interés sin perturbarlos, por lo que la obtencidn de valores de densidad se

convierte en una tarea compleja.

Ademas, todos los fluidos son compresibles y Unicamente se consideran incompresibles
(densidad constante) bajo ciertas circunstancias. En la mayoria de los casos, la densidad de
los fluidos de estudio varia dependiendo de la presion y temperatura. Algunos ejemplos son
las ondas de choque generadas por explosiones o en los flujos compresibles. Un flujo se
considera compresible cuando los cambios de densidad son significativos, esto en general se
considera cuando el nimero de Mach es grande (M > 0.3) (Echeverria A., 2013; M. White,
2016; Kundu etal., 2016). En este régimen, las técnicas convencionales para medir la

densidad fallan.

Por otro lado, para estudiar a los fluidos se hace uso de las ecuaciones de Navier-Stokes
y de la correspondiente relacion de estado, la cual depende de las propiedades del fluido bajo
estudio. Las ecuaciones de Navier-Stokes en general no se pueden resolver analiticamente y
se hacen simplificaciones para poder resolverlas. En particular, al estudiar flujos
compresibles, se necesita conocer el valor de la densidad adicionalmente a de las velocidades

y presion.



1.3 Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es optimizar la técnica no-intrusiva de medicion de
densidades en gases Background Oriented Schlieren (BOS por sus siglas en inglés),
mediante la implementacion de técnicas de vision computacional para el procesamiento de
imagenes. Se presenta una propuesta de escalamiento para la magnitud de los
desplazamientos obtenidos a través de un algoritmo de flujo Optico, con el fin de obtener
resultados cuantitativos del campo escalar de densidad e indice de refraccion acordes al
fendmeno de estudio. En este sentido, se presenta la validacion de dicho escalamiento con el
flujo supersonico previamente estudiando en el Taller de Hidrodinamica y Turbulencia de la
Facultad de Ciencias de la UNAM. Adicionalmente, se tiene como objetivo el estudio de dos
sistemas: el gas de un encendedor y el gas de un soplete convencional, ambos de butano,
mediante el analisis de los campos de densidad e indice de refraccion obtenidos de la

optimizacion de la técnica BOS.

1.4 Técnicas Shadowgraph y Schlieren

Las técnicas Shadowgraph y Schlieren son sistemas 6pticos que permiten estudiar un
fluido de forma cualitativa y no intrusiva. Esto se realiza mediante el analisis de la desviacion
de los rayos de luz producida al atravesar un medio transltcido cuyo indice de refraccion es

funcién de la posicion.

1.4.1 Desviacion de la luz en un medio

Con el fin de encontrar una expresion para el angulo de desviacion de los rayos, a
continuacion de presenta el planteamiento geométrico de la desviacion de un haz de luz que
viaja en la direccion z y que atraviesa un medio translicido cuyo indice de refraccion varia

(por conveniencia) en la direccion y.



Si se tienen dos rayos que entran en dos posiciones distintas y y y + Ay, entonces la

distancia que recorre la luz en el medio es funcion de la posicion, es decir, z = z(y).

Asumiendo que el haz se desvia muy poco al atravesar el medio, entonces la distancia
recorrida por el haz que entra en la posicion y en un tiempo AT est& dada por (Goldstein y
Kuehn, 1996):

Aa(y) = — AT (1)
= nAz = cAT (2)

donde c es la velocidad de la luz en el vacio y n es el indice de refraccion del medio.

De la Figura 1 se observa que: z(y) = AC, z(y + Ay) = DE y A,z = BC. Se tiene como

objetivo encontrar la relacion entre la distancia A,z y el indice de refraccion (Porta, 2013).

y + Ay

Figura 1. Diagrama del angulo de desviacién de dos rayos Ae al atravesar un
medio con un gradiente de indice de refraccion en la direccion y.

De la Figura 1 se tiene que:
A,z = BC = AC — AB = AC — DE = Az(y) — Az(y + Ay) (3)
Si se divide la Ec. ( 3) entre Ay , se obtiene la definicion de la derivada:

A,z _ —(Az(y + Ay) — Az(y))

Ay Ay (4)

Sustituyendo lasEc. (1)y (2)enlaEc. (4) se llega a:
9



Ayz 1 (,c ¢ c 1 /¢
= (Cr ) -5) =5 o) (5)

—=nlAz (6)

Por otro lado, considerando angulos de desviacion Ae pequefos:

A,z

As ~ As = 22
e~ tanle Ay (7)
1
A -
o Ae=— (n) niz (8)
Ay

1

o(=
d(e) =—n 6(3711) dz (9)
fd(e) = %g—’y‘ dz = a(la"y") dz (10)

Para desviaciones pequefas, el angulo de desviacion del haz de luz corresponde a la

: ]
pendiente del haz 6—327, entonces:

) = 5% = (11)

Si el angulo se mantiene pequefio, entonces la expresion anterior es valida a lo largo del
camino optico del haz al atravesar el medio. Por lo tanto, si el haz entra al gradiente de indice
de refraccion a un angulo cero, el angulo de salida del haz estara dado por (Goldstein y
Kuehn, 1996):

10



_j‘land 12)
€= ndy z (

donde la integral considera todo el camino que recorre el haz de luz en el medio con
gradientes de indice de refraccion.

1.4.2 Técnica Shadowgraph

La técnica Shadowgraph es un método de visualizacion de fluidos desarrollado
alrededor del afio 1672 por Robert Hook (Settles, 2001). Esta técnica es considerada una de
las més simples para visualizar flujos compresibles, puesto que Unicamente se necesita una

fuente de luz que ilumine al fendmeno de interés, como se muestra en la Figura 2.

Los rayos que atraviesan al objeto de estudio son refractados un cierto angulo € debido
al cambio en el indice de refraccidn de la region de estudio, como se describié en la seccion

anterior. Como resultado, los rayos llegan al otro extremo en posiciones distintas.

V2
U
Rayos 8y
refractados
!
. 1
V2 ) &+ de
Ay
y 1 | £
Rayos
incidentes
< P
Z p
Gradiente Pantalla
de densidad

Figura 2. Desplazamiento de los rayos de luz incidentes en la técnica de visualizacion
Shadowgraph. Ay es la distancia entre dos rayos separados que atraviesan el medio, € es el
angulo de desviacion de los rayos consecuencia del gradiente del indice de refraccion, Ay’
es la distancia en la pantalla entre los dos rayos despues de haber sido refractados y Z,, es la

distancia de la region de estudio a la pantalla.
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El cambio de posiciones aparentes de los rayos en la pantalla produce sombras debido a
que hay rayos que ya no llegan a formar parte de la imagen. Asi, la intensidad en la pantalla
I,, se modifica y se relaciona con la intensidad de los rayos incidentes I, de la siguiente
forma:

Ay

Ip:A_y'Io (13)

Sean y,, y, las coordenadas en donde los rayos inciden en el gradiente de indice de

refracciony y;, y; las coordenadas de llegada a la pantalla, entonces:

y1 =Zptan(e) = Z, (14)
V2 = Zytan(e + de) = Z,(e + d(¢)) (15)
=~ Ay' = Ay + 8y = Ay + Z, tan(de) = Ay + Z,,d(¢) (16)

Como se menciond anteriormente, la diferencia en la posicion de los rayos en la pantalla
produce sombras, las cuales se observan como un contraste en la imagen. Sea Al la diferencia

entre la intensidad de los rayos en la pantalla (rayos refractados) y la intensidad de los rayos

incidentes, dicho contraste ? esta dado por:
0

Al I,—I, Ay

7 Ay 1 (17)
Suponiendo que Z,de < &, entonces:
Al p de 18
I, Poay (18)
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Sustituyendo la Ec. (12 ) en la Ec. ( 18 ) y considerando el camino total que atraviesa
la luz en el volumen del objeto de estudio, se obtiene la expresion final para el contraste en
la imagen (Porta, 2013):

Al Zy [ 0%*n

— =4 = 19
Iy "~ ng ayzdz (19)

donde n es el indice de refraccion del objeto de estudio y n, es el indice de refraccion

del medio circundante sin perturbaciones.

1.4.3 Técnica Schlieren

La necesidad de contar con una mayor sensibilidad al visualizar fluidos se incrementd
con el estudio de fendmenos con velocidades cercanas 0 mayores a las del sonido en el aire.
En 1864, el fisico aleman August Toepler fue el primero en estudiar la naturaleza de las

ondas de choque mediante el desarrollo de la técnica Schlieren.

El arreglo experimental de esta técnica es similar al de la técnica Shadowgraph, sin
embargo, requiere de elementos adicionales como lo son una lente y una navaja (Figura 3).
Esto constituye una de las principales limitaciones de la técnica Schlieren, ya que el tamafio
de lo que es posible ver depende de la 6ptica, lo que en su mayoria deriva en la necesidad de

utilizar dptica especializada y costosa.

En la Figura 3 se muestra el diagrama de rayos en un sistema Schlieren. Los rayos
paralelos que atraviesan al objeto de estudio son desviados y llegan a una lente, en cuyo foco
se coloca el filo de una navaja para bloquear el paso de ciertos rayos de luz. Como resultado,
aquellas areas del objeto en donde la desviacion de rayos haya sido mayor, se veran mas
oscuras en la imagen. Dicho contraste seréd proporcional al gradiente del indice de refraccion
en la direccion perpendicular a la navaja (Settles, 2001).
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Rayos
G refractados Region
Obscura
Rayos Aa
incidentes
Region
Luminosa
Gradiente Filo de navaja
de densidad Lente Pantalla

Figura 3. Diagrama de rayos en un sistema Schlieren. Una porcion de los rayos que atraviesan
la lente es blogueada por el filo de la navaja, impidiendo su paso hacia la pantalla y generando
regiones obscuras en la imagen.

Considerando a, como el diametro de un haz incidente con intensidad inicial I, y a;
como la parte vertical del haz que no es blogueada por el filo de la navaja, entonces la

intensidad de luz I, que se obtiene con la navaja esta dada por:

=%
k=00 (20)

Debido a que los rayos se desvian un angulo € al atravesar el gradiente de indice de
refraccion, entonces estos no convergen en el foco F de la lente, sino que pasan a una

distancia Aa de la navaja, de modo que:

Aa = *F ¢ (21)

La intensidad en la pantalla esta entonces dada por:

_apt+Aa
=

I

P I, (22)
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. . . . Al .
Por lo que la intensidad relativa o contraste en la imagen —se puede aproximar como:
k

Al =L _8a_ F (23)
I, I _Clk__akE

Sustituyendo la Ec. (12 ) en la Ec. ( 23) y considerando el camino total que atraviesa
la luz en el volumen del objeto de estudio, se obtiene la expresion final para el contraste en

la imagen en la técnica Schlieren (Porta, 2013):

Al F (on
= 4

i — 24
I, T agng ayz (24)

Por otro lado, la sensibilidad esta dada por:
d (AI) _d (Fs) _F 25
de\I,/)  de\a,/) ay (25)

De la ecuacion anterior se observa que es posible aumentar la sensibilidad del sistema
Schlieren al utilizar una mayor distancia focal o al disminuir a;, es decir, al bloquear una
mayor porcién del haz con la navaja. Sin embargo, bloguear una gran cantidad de luz tiene
como desventaja el perder la informacién de las regiones en las que el gradiente de indice de

refraccion es pequefio en comparacion con el resto del area de estudio.

Esencialmente, las técnicas de Schlieren y Shadowgraph permiten realizar mediciones
cualitativas de los cambios de la densidad en un campo completo sin perturbar el flujo de
estudio. En ambos casos se pueden utilizar de forma continua o discreta, utilizando videos,
los cuales pueden ser de alta velocidad. La esencia cualitativa de estas técnicas hace

necesario buscar una forma de encontrar el campo de densidades de manera cuantitativa.
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2 TECNICA BOS

En contraste con las técnicas antes mencionadas, la técnica de Schlieren con un fondo
como referencia (Background Oriented Schlieren, BOS por sus siglas en inglés), permite
caracterizar cuantitativamente flujos compresibles con una buena resolucion temporal y
espacial. Esta técnica fue desarrollada por Meier en 1999 y debe su nombre a que, al igual

que la técnica Schlieren, estd basada en la primera derivada del indice de refraccion.

El montaje experimental de la técnica BOS es mas sencillo que el de la técnica Schlieren
y permite estudiar fendmenos en escalas mayores debido a la flexibilidad para elegir un
fondo de referencia y la dptica a utilizar (Dalziel etal., 2000). Para ello, se requiere
unicamente de una iluminacion uniforme (no necesariamente coherente), un patrén de fondo,

una cdmara y una computadora para analizar las imagenes (Figura 4).

Comunmente, el patron de fondo se genera colocando particulas o “puntos” distribuidos
aleatoriamente, considerando las recomendaciones de tamafio de las particulas para PIV. El
patron puede ser generado de diversas formas como de manera digital o incluso salpicando

pequerfias gotas de pintura sobre el material de fondo (Porta, 2015).

Patron de fondo

Gradiente de densidad

Sensor de la camara

Luz incidente

Figura 4. Diagrama de formacion de imégenes en un sistema BOS. Los rayos de luz iluminan el
patron de fondo y atraviesan el gradiente de densidad, el cual hace que los rayos se refracten e
incidan en una posicion distinta a la trayectoria original en el sensor de la camara.
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El proceso béasico de obtencion de iméagenes a través de la técnica BOS inicia capturando
una fotografia del patron de fondo observado a través del aire sin perturbaciones. Después,
se captura otra imagen, esta vez con el objeto de estudio entre el patron de fondo y la camara.
Debido a que la luz cambia su trayectoria (se refracta) al viajar de un punto a otro, las
posiciones en las que los rayos de luz inciden en la camara en la segunda imagen son
ligeramente distintas, provocando asi una imagen desplazada del patrén de fondo (Figura 4).
Posteriormente, tanto la imagen de referencia como la imagen con el objeto de estudio son
comparadas mediante algoritmos computacionales para calcular los desplazamientos del
patron de fondo. Dichos desplazamientos contienen informacion sobre el gradiente espacial
del indice de refraccion integrado a lo largo del camino 6ptico (Richard y Raffel, 2001).

Asumiendo que la luz se propaga en la direccion z y que, al atravesar el gas, los angulos
de desviacion de la luz son pequefios y perpendiculares al eje optico (en direccion xy y),

entonces es posible derivar el desplazamiento aparente del patron de fondo (Porta, 2015):

Sw = MagZpey (26)

donde el subindice w = x, y denota la direccion en la que se calcula el desplazamiento
aparente, ¢ es el angulo que se desvian los rayos de luz de su trayectoria al atravesar el gas,
Zp, es la distancia entre el patron de fondo y el gas'y M, es la magnificacion de la imagen
en la cdmara relacionada a las distancias del patrén a la lente y del sensor a la lente, asi como
a las caracteristicas del sensor.

tamaio en pixeles de la referencia
ag —

g J 27
tamarfo real de la referencia x (tamafo de pixel) (27)

Asumiendo que los rayos de luz se mueven en linea recta en la direccion z al atravesar
el gas y que los cambios en cada direccion son independientes entre si, se denotaw = x,y
como la direccion respecto a la cual se deriva. Ademas, suponiendo que los cambios en el
indice de refraccion del gas son del mismo orden de magnitud en todas las direcciones,

entonces el angulo de desviacion de la luz se expresa como:
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h
1 (%p*z 0on
£y = — —

(28)

h
2p-0 ow

donde h es el espesor del gradiente de indice de refracciony n, es el indice de refraccion
del medio alrededor. Usando el teorema del valor medio se sustituye la integral por el espesor

del gradiente de indice de refraccion, de modo que:

_han

=W (29)

Ew

Sustituyendo la Ec. (29 ) en la Ec. (26 ) se llega a la expresion del gradiente del indice

de refraccion en cualquiera de las direcciones (w = x, ).

on _ ng
ow MggZph

Sw (30)

2.1 Ecuacién de Gladstone-Dale

Tanto las técnicas Shadowgraph y Schlieren, como la técnica BOS, basan su
funcionamiento en la relacion entre el indice de refraccion de un fluido y su densidad. Dicha
relacion esta representada por la ecuacion de Gladstone-Dale para medios gaseosos.

n—1=pG (31)
En la ecuacioén anterior, n es el valor del indice de refracciéon del medio, G es la constante
de Gladstone-Dale y p es la densidad del medio. Es importante considerar que la constante

de Gladstone-Dale depende del gas de estudio, asi como de la longitud de onda con la que

se ilumine el fenomeno (Porta, 2015), de modo que:

29 2222
6 = (5 ) Y (L2 (32)
2ncim M, A2 =X
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donde i indica los diferentes osciladores armonicos inducidos por el campo eléctrico, £
es el nimero de Loschmidt, el cual es igual a 2.6516467x10%°> m~3 y representa el nimero
de particulas de un gas ideal dentro de un volumen de 1 cm3 a 0° C y 100 kPa. Aunado a
ello, c es la velocidad de la luz en el vacio, e es la carga del electron, m, es la masa del
electron, A es la longitud de onda incidente, 4; es la longitud de onda que corresponde a la
frecuencia de resonancia de las moléculas del medio, f; es la constante de restitucion del
oscilador armonico asociado a la vibracion de las moléculas y M,,, es la masa molar del
medio (Porta, 2015).

Utilizando la ecuacion Ec. ( 31 ) para obtener el gradiente del indice de refraccion con

respecto a cada direccién (w = x,y), se llega a:

on dp

— == 33
aw ow (33)

Sustituyendo la expresion anterior en la Ec. ( 30 ) se obtiene la expresion para el

gradiente de la densidad con respecto a cada direccion.

op Mo

0w~ Mu,ZpGh Sw (34)
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2.2 Ecuacidén de Poisson

Una vez conocidos los desplazamientos aparentes &, es posible obtener los valores de
densidad en el gas de estudio resolviendo la ecuacion diferencial ( 34 ) en cada direccion.
Debido a que la densidad es una funcion tanto de la coordenada x, como de la coordenada

y, €s necesario acoplar el sistema de ecuaciones.

Al derivar la Ec. (34 ) y sumar la contribucién en cada direccion, se obtiene la ecuacion
de Poisson que describe al fendmeno de estudio dadas las caracteristicas del experimento
(Ec. ( 35)). Finalmente, el dltimo paso para obtener los valores de densidad en el gas es
resolver dicha ecuacién de Poisson imponiendo condiciones de frontera acordes al

fenémeno.

azp + azp _ ny aEx + aEy
0x2  dy?  MgzZpGhlox — dy

(35)

2.3 Algoritmos de deteccion de desplazamientos

Cuando se tiene un conjunto de imagenes tomadas a distintos tiempos, es posible
identificar aquellas regiones de la imagen en donde existen cambios. Para la técnica BOS, el
primer paso esencial es determinar el desplazamiento aparente del patron de fondo de manera

local.

La técnica BOS emplea tradicionalmente algoritmos de correlacion cruzada utilizados
en la Velocimetria de Imagenes de Particulas (PIV, por sus siglas en inglés) en dos

dimensiones.

2.3.1 Correlaciéon cruzada

La correlacion cruzada es una técnica estadistica de emparejamiento de valores de

intensidades en un conjunto de imagenes. En esta técnica se dividen las imagenes en blogques

20



de un determinado numero de pixeles, llamados ventanas o areas de interrogacién. De cada
una de las areas de interrogacion en una primera imagen A, se detectan distintos valores de
intensidades, que seran posteriormente buscados por el algoritmo en las areas de
interrogacion de la subsecuente imagen B. Para detectar el desplazamiento de cada una de
las ventanas de interrogacion de la imagen A 'y B, se hace uso de la funcién de correlacion
cruzada discreta, que se define como:

C(m,n) =ZZA(i,j)B(i—mJ—n) (36)
J

i

donde i, j indica la ubicacion de las ventanas de interrogacion correspondientes en las

imagenes Ay B.

La ubicacidon del pico de intensidad de la correspondiente matriz de correlacién indica
el desplazamiento més probable que sufrieron las particulas de la imagen A a la imagen B
(Thielicke, 2014).

La operacion correspondiente a la funcidn de correlacion se puede calcular en el dominio
espacial (correlacion cruzada directa 0 DCC) o en el dominio de las frecuencias (mediante
la transformada de Fourier discreta o DFT), ya que la correlacion cruzada es un caso
particular de una convolucion. Si bien el error en el célculo se reduce utilizando la técnica
DCC, el tiempo computacional aumenta en comparacion a las técnicas con DFT para

ventanas de interrogacion grandes.

Una forma de contrarrestar el aumento en el tiempo de computo es usar la trasformada
rapida de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés), en donde en vez de tener una suma de
multiplicaciones sobre toda el area de interrogacion, se tiene simplemente una multiplicacion
(Porta, 2015).

Para aumentar la resolucion espacial del analisis, es necesario disminuir el tamafio de
las &reas de interrogacion. Sin embargo, esto introduce una limitante dada por el tamafio de
los elementos en el patron de fondo que se analiza y por la cantidad de éstos. La correlacion
cruzada, al ser un método estadistico necesita de un minimo de diferencia de intensidades
(lo que se traduce a un minimo de elementos en el patron de fondo) para poder funcionar

adecuadamente.
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Asimismo, el tener un menor tamafio de las ventanas de interrogacion ocasiona que
existan un mayor numero de estas en la imagen, por lo que el tiempo de computo aumenta.
Si, por otro lado, el desplazamiento de las particulas es mayor que la mitad del tamafio del
area de interrogacion, el pico de intensidad cambia al lado opuesto de la matriz de
correlacion, afectando a la deteccion. Ademas, para mantener bajo el ruido de fondo en la
matriz de correlacion, se recomienda que los desplazamientos de las particulas sean de

alrededor de ¥4 del tamarfio del area de interrogacion (Thielicke, 2014).

Por lo anterior, la alternativa mas utilizada para mejorar la resolucién espacial es utilizar
la sobreposicién (overlap), en donde se recorre el centro del area de interrogacion un cierto
porcentaje y se vuelve a calcular la correlacion. También se recurre a utilizar distintos pases
comenzando con una ventana de interrogacion grande y refinando su tamafio en cada pase.
Si bien lo anterior funciona, debe considerarse gque, aun con estos métodos, no es posible

correlacionar pixel por pixel en la imagen.
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3 VISION COMPUTACIONAL

La vision computacional es una subrama de ciencias de la computacion, en especifico
de la rama de inteligencia artificial, cuyo objetivo primordial es el de ensefiar a una

computadora a distinguir e interpretar el mundo a nuestro alrededor.

El proceso de vision computacional comienza con la adquisicion de una imagen, lo cual
se realiza iluminando con luz natural o artificial el objeto de interés y fotografiandolo. El
sensor de la cdmara detecta la radiacion proveniente del objeto y la convierte en una sefial
electronica que conforma a la imagen digital. Esta imagen es procesada mediante diversos
algoritmos con el fin de extraer parametros que despues son usados para clasificar o estudiar
a los objetos en la imagen. El avance acelerado del area de vision computacional ha derivado

en nuevas técnicas y algoritmos enfocados en procesar casi cualquier tipo de imagen.

El campo de vision computacional es interdisciplinario. Este conecta a las ciencias
fisicas con las técnicas para adquirir imagenes, asi como también conecta a la investigacion
pura con sus aplicaciones tanto en la industria, como en la ciencia. Algunos ejemplos de las
aplicaciones son los autos autonomos, el reconocimiento facial utilizado tanto para
desbloquear equipos electronicos, como para identificar a las personas presentes en una
fotografia subida a redes sociales, e incluso como método auxiliar en la deteccion de
secciones cancerosas en imagenes de la piel de un paciente, por mencionar algunos (Jahne
etal., 1999).

Durante las Gltimas décadas, un gran nimero de miembros de la comunidad cientifica
ha mostrado interés en utilizar a la vision computacional como una herramienta que permita
optimizar el estudio de diversos fendbmenos y objetos. Tal es el caso de la fisica enfocada en
el estudio de la mecanica de fluidos, cuyos métodos de visualizacion forman una parte crucial

en el entendimiento de los fendmenos estudiados.
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3.1 Flujo optico

Se le llama flujo Optico al movimiento aparente de patrones de intensidad en una
secuencia de imagenes 2D. Este movimiento aparente de patrones tiene origen en el
movimiento relativo entre el observador y el objeto que esta siendo capturado, con respecto
al tiempo transcurrido entre dos imagenes. Sin embargo, no es posible medir directamente
dicho movimiento, sino Unicamente medir el movimiento aparente de los patrones de
intensidad que éste genera en la imagen. Idealmente, el flujo optico calculado seria igual al
campo de movimiento real, a menos que la iluminacion del objeto cambie con respecto al

tiempo.

El flujo 6ptico identifica el cambio en las imagenes mediante un campo vectorial. Para
estimar el flujo éptico en una imagen, uno de los retos es correlacionar cada uno de los
pixeles que conforman la imagen de un objeto con su respectivo movimiento, y no sélo

aquellos pixeles del contorno del objeto (Raudies, 2013).

El problema de la estimacion de flujo Optico a partir de una imagen en 2D se plantea de
la siguiente forma. Sea f (x, y, t) la funcion escalar con valores de intensidad en la escala de
grises de la imagen, donde (x, y) denotan las coordenadas espaciales cartesianas y t denota

el tiempo en el que se capturd la imagen. Entonces, se desea determinar el campo de

velocidades (u(x,y, t), v(x,y,t)) correspondiente.

Si se asume que la intensidad de un determinado punto en la imagen se mantiene
constante en el tiempo y que los desplazamientos (dx, dy) y el intervalo de tiempo dt son

pequefios, entonces se tiene que:

flx,y,t) = f(x +dx,y + dy,t + dt) (37)

Se busca obtener la derivada total de la intensidad f (x, y, t) por lo que, expandiendo el

lado derecho de la ecuacidon anterior mediante una serie de Taylor, se obtiene:
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(x+dx,y+dy,t+dt) = f( t)+afd +afd +afdt+ 38
f(x+dx,y +dy, =f(xy, ox T W T gy € (38)

donde € « 1y contiene a los términos de segundo orden y de orden superior de la serie
de Taylor para dx,dy y dt.

DelaEc. (37)y laEc. (38) se tiene entonces que:

B of of of
f(x,y,t)—f(x,y,t)+§dx+ady+adt+6 (39)

Restando f (x, y, t) de ambos lados y dividiendo entre dt se obtiene:

df dx Jdfdy of _
aa+@a+a+0(dt)—0 (40)

donde O(dt) es un término de orden dt (se asume que dx Yy dy varian como dt). En el

limite cuando dt — 0, la Ec. se convierte en:

of dx ofdy of _

axdt Taydr ot (41)

d d .- ., . L
Seau = d—’: yv = d—i, se puede reescribir la ecuacion anterior de la siguiente forma:

of of of
ua+va+a—0 (42)

La Ec. ( 42) es llamada “ecuacion de restriccion de flujo dptico”, en donde (u,v)
denotan a las componentes del flujo optico.

p . af o a . . .
Los términos é, % y a_]; son calculados del cambio en el valor de la intensidad en una
secuencia de imagenes, de forma que se llega a un sistema indeterminado de una ecuacion

por pixel con dos incdgnitas (u, v).
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La Ec. (42) corresponde a la ecuacion de una recta en el plano (u, v). Sin embargo, al
tener sélo una ecuacion y dos incognitas, esta ecuacion por si sola no es suficiente para
encontrar una solucién unica para los valores de (u, v) conociendo los cambios de intensidad
en las imagenes. Debido a ello, es necesario plantear restricciones adicionales para resolver

el problema.

3.2 Trabajos anteriores

Los primeros algoritmos para estimar el flujo Optico de una secuencia de imagenes
fueron propuestos en la década de los 80°s (Horn y Schunck, 1981) y (Lucas y Kanade,
1981), en donde se utilizé un esquema clasico basado en gradientes. Dicho esquema es
representado por la ecuacion de restriccion de flujo Optico derivada en la seccion anterior
(Ec. ( 42)), sin embargo, la forma de determinar las componentes del flujo 6ptico (u, v)
varia. En este sentido, los esquemas basados en gradientes, o también llamados métodos
diferenciales, se dividen en métodos locales y métodos globales.

Por un lado, en los métodos locales se optimiza una funcién local para encontrar el valor
de (u,v) bajo la suposicion de constancia espacial en la imagen. Lucas y Kanade (Lucas y
Kanade, 1981) propusieron que el vector de flujo dptico desconocido dada una secuencia de
imagenes se mantiene constante en una ventana de tamafio determinado. De esta forma, se
tiene un sistema de ecuaciones por cada pixel en la ventana. Dicho sistema de ecuaciones se
resuelve utilizando una optimizacion de minimos cuadrados. Si bien este método es robusto

incluso en conjuntos de datos con ruido, no otorga campos de flujo densos.

Por otro lado, en los métodos globales se busca (u, v) tal que se minimice una funcién,
[lamada en el area de visidon computacional como “funcional de energia” y denotada por
E(u,v), sobre el dominio de la imagen completa Q, para lo cual se propone un término
regularizador de suavizado. Este tipo de método resulta en campos de flujo densos, sin
embargo, es méas sensible al ruido en las iméagenes. Horn y Schunck (Horn y Schunck, 1981)
introdujeron esta idea usando la expresion que se muestra en la Ec. ( 43 ), en donde el
segundo término corresponde a un regularizador homogéneo y a > 0 es el pardmetro de
suavizado. De esta forma, se tiene un regularizador que impone un suavizado de forma global

y de la misma magnitud en toda la imagen, en donde se penalizan gradientes de flujo grandes.
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A través de dicho regularizador, se impone la condicion de que las derivadas parciales de
(u, v) deben ser pequefias.
af af\°

E(u,v) —f l v—+ at) + a(|Vul|? + |W|?)|dxdy (43)

Utilizando célculo variacional (Apéndice C), la solucién Unica de (u, v) que minimiza
el funcional propuesto se encuentra resolviendo numéricamente las ecuaciones de Euler-

Lagrange correspondientes (Bruhn et al., 2005):

1
Vzu_a(fx2u+fxfyv+fxft) =0 (44)
2 1 2
Vv—a(fxfyu+fyv+fyft)=0 (45)
0%u . 9%u 0%v  9%v of 9%f
dondeVzu—ﬁ+ﬁ : Vzv:ﬁ+ﬁ v =50 f2 =——=5.cnw = x,y,t.

Ademas, a lo largo de las dltimas décadas han existido multiples trabajos con enfoque
en métodos diferenciales robustos (Bab-Hadiashar y Suter, 1998), técnicas basadas en la
fase de la imagen local (Fleet y Jepson, 1990) y distintas constricciones a la ecuacion de flujo
optico a través de métodos probabilisticos (Mitiche y Aggarwal, 2014), por mencionar
algunos. Sin embargo, ha habido pocos cambios en la formulacién inicial realizada por Horn
& Schunck. La mayoria de los trabajos nicamente proponen restricciones y regularizadores
que suavizan la solucién de flujo optico. A pesar de ello, el funcionamiento de dicho
algoritmo de flujo Optico ha sido mejorado en términos de calidad y tiempo de cémputo
gracias a técnicas avanzadas de optimizacién numérica y funciones robustas que disminuyen

el error inducido por valores atipicos en las imagenes.

(Bruhn et al., 2005) propuso un método novedoso que combina la alta robustez de los
métodos locales con la amplia densidad del campo de flujo que otorgan los métodos globales.
En dicho trabajo se proponen regularizadores espaciotemporales, es decir, que consideran
tambien las variaciones de intensidad en una imagen con respecto al tiempo. Lo anterior
provee una estimacion mas certera de los desplazamientos, ain en iméagenes con ruido o en
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donde hay ligeras variaciones en la iluminacion.

Debido a que la ecuacion de flujo dptico es una ecuacion lineal resultante de suponer
que la intensidad es constante, (u, v) deben ser pequefios para que la linealizacién se cumpla.
Como consecuencia, se dice que los algoritmos de flujo Optico Unicamente pueden detectar
desplazamientos pequefios. Sin embargo, (Bruhn etal.,, 2006) propuso una técnica
multiescala, también llamada multimalla, para realizar el anélisis de las imagenes. En dicha
técnica se comienza por analizar la imagen con una resolucion menor y en cada iteracion se
refina la resolucion. De esta forma, el desplazamiento detectado en resoluciones menores se
usa para corregir el resultado de la imagen original antes de pasar al siguiente nivel con mas
resolucion. El desplazamiento final se obtiene sumando todos los incrementos en el
desplazamiento, dando como resultado una mejor estimacion de (w,v). Asimismo, se
propone una notacidon generalizada de las ecuaciones de Euler-Lagrange y un esquema
numérico que, junto con el método de sobre relajacion sucesiva (SOR, por sus siglas en

inglés), acelera el computo de dos a cuatro 6rdenes de magnitud.

3.3 Algoritmo de Horn y Métodos Variacionales

Como se mencion6 en la seccién anterior, los algoritmos de flujo Optico han sido de
interés en las dltimas décadas debido al potencial que tiene este tipo de esquema para
aumentar la resolucién espacial en el analisis de imagenes. Esta caracteristica es de particular
interés en la técnica BOS para obtener campos de desplazamientos resultantes mas densos.
Ademas, ya que en la técnica BOS el patron de fondo y las condiciones de iluminacion estan
controladas por el usuario y pueden ser modificadas, los algoritmos de flujo éptico son una

alternativa ideal a los tradicionales métodos de correlacion cruzada.

Se ha buscado reducir el tiempo de computo para este tipo de algoritmos, asi como
acoplarlos con métodos numéricos para optimizar la solucion del sistema de ecuaciones de
flujo Optico. En este sentido, (Raudies, 2013) desarrollé una implementacion del algoritmo
de Horn y Schunck, en la que integra el método variacional propuesto en (Bruhn et al., 2005)
y (Bruhn et al., 2006), que preserva las discontinuidades en las imagenes. Esto es, que se

reduce el suavizado a lo largo de los contornos (bordes), obteniendo un campo de
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desplazamientos mejor definido del flujo bajo estudio. Ademas, en esta implementacion se
hace uso de una plataforma multimalla para acelerar el computo (Apéndice B). Dicha
implementacién, de ahora en adelante referida como “algoritmo de flujo Optico”, fue
utilizada como el algoritmo principal para el desarrollo del trabajo expuesto en esta tesis y

modificada con el fin de adaptarla a la técnica BOS.

Usando el algoritmo de flujo dptico y el algoritmo de correlacion cruzada del software
PIVLab (W.y E.J., 2014) en MATLAB (MATLAB, 2019), se analizaron dos imagenes de
patrones con puntos aleatorios, generadas a través de PIVLab. A dichas imagenes se les
aplico una traslacion lineal de 2 px en direccion vertical (Figura 5). Para el andlisis con
correlacion cruzada se utiliz6 una ventana de 32 x 32 px y un paso de 8 px, usando el

estimador 2D Gauss.

Figura 5. Patrén de fondo con puntos aleatorios de tamafio 3px y desplazamiento
méaximo de 2 px. Imagen de 234 x 233 px: a) imagen de referencia, b) imagen con
patrén desplazado.

Como resultado de este analisis, por un lado, se encontré que los desplazamientos no
eran constantes, lo cual se deriva de la generacion sintética de las imagenes a través de
PIVLab. En este sentido, PIVIab genera particulas con ligeras variaciones de tamafio que a
su vez provocan variaciones en los desplazamientos. Estas diferencias son méas notorias al
incrementar la resolucion espacial del analisis, como se observa en la Figura 6 para el caso

del flujo dptico, en donde el analisis de realiza pixel por pixel.
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Por otro lado, se encontraron diferencias entre las magnitudes de los desplazamientos
calculados mediante flujo dptico y aquellos calculados mediante correlacién cruzada (Figura
6). Estas diferencias fueron mayormente notables cuando las magnitudes de los
desplazamientos calculados con correlacion cruzada fueron mayores a 1 px. Debido a ello,
se variaron los pardmetros del algoritmo de flujo 6ptico, como son la constante de suavizado
y el nimero de iteraciones, siendo este Gltimo el Unico que mostrd6 cambios en los
desplazamientos resultantes. Se observd que el ndmero de iteraciones varia segun el
fendmeno a analizar, sin embargo, se obtuvo un maximo general de 100 iteraciones a partir
del cual los desplazamientos resultantes no mostraban mas cambios. Sin embargo, ningln
namero de iteraciones resultdé en desplazamientos con magnitudes similares a aquellos

obtenidos con correlacion cruzada.
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Figura 6. Comparacién de desplazamientos en: a) la direccion x (U) y b) la direccién y (V)

obtenidos mediante flujo éptico (FO) y correlacion cruzada (CC) para el patron con
desplazamientos lineales.

Se realizaron pruebas con otro par de imagenes correspondientes a un vértice de tipo
Rankine generado sintéticamente a través de PIVLab. Las particulas de dicho vértice
tuvieron un tamafio maximo de 3 pixeles de didmetro, con una variacion de tamario de 0.5
pixeles (valor minimo en PIVLab) y distribuidas aleatoriamente en la imagen. Dicho vortice
tiene un campo de velocidades caracteristico perpendicular al eje de simetria z y al vector
radial r (coordenadas cilindricas). Las particulas del interior del vértice experimentan una
rotacion y la magnitud de la velocidad tangencial es proporcional a r, mientras que para las
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particulas en el exterior del vortice (mas alla de la distancia caracteristica del vortice, en este

caso el radio R), la magnitud de la velocidad tangencial es inversamente proporcional a .

La definicion analitica de la velocidad del vortice de Rankine es (Acheson, 1990):

r
VRE si 0<r<R
VR? si r>R

donde V es el maximo desplazamiento y en este caso R = 0.0035 m.

En la Figura 7 se muestran los desplazamientos correspondientes a la direccion x. Es
importante considerar que los datos graficados correspondieron a la columna central de la
matriz de desplazamientos. Debido a ello, los datos de la columna analizada se encuentran a
lo largo del diametro del vortice (Figura 7-a). Asi, se observa que la magnitud de los
desplazamientos aumenta y disminuye de forma aproximadamente lineal con respecto a la
distancia, estando el centro ubicado en 0.005 m. Ademas, en la region superior de la imagen
(desde el (0,0) hasta el centro), los desplazamientos en esta direccion son negativos, contrario
a la region inferior (del centro al final de la imagen). Dicho comportamiento cambia al
sobrepasar la distancia de radio R en ambas direcciones, en donde comienza a exhibirse la
relacién inversa entre la distancia y los desplazamientos (Figura 7- b). Ademas, se muestran
un mayor nimero de variaciones en el analisis de flujo dptico debido a que, al ser capaz de
obtener un valor por cada pixel en vez de un valor por cada ventana de interrogacion
(correlacion cruzada), las variaciones en el tamafio de las particulas del patron generado en

PIVLab se vuelven més notorias.
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Figura 7. Patrén con vértice de Rankine generado en PIVLab. a) Campo de desplazamientos y
columna central de andlisis (indicada en color rojo). b) Comparacién de desplazamientos en la
direccion x a lo largo de la columna de andlisis obtenidos mediante flujo 6ptico (FO) y correlacion
cruzada (CC).

Analogo al primer caso, se observd que el comportamiento general de los
desplazamientos de los puntos en la imagen concordd aquellos obtenidos con PIVLab
(Figura 7). Sin embargo, existio una clara diferencia entre las magnitudes de los
desplazamientos, sobre todo en aquellas regiones en donde los desplazamientos son mayores
a un pixel, independientemente del tamafio de la ventana usada para el andlisis de correlacion

cruzada.

Como se menciond anteriormente, el algoritmo de flujo éptico parece preservar el
comportamiento general de los desplazamientos obtenidos con correlacion cruzada, e incluso
es capaz de detectar desplazamientos menores a un pixel, lo que implica una mejora en la
resolucion espacial de un orden de magnitud. Por otro lado, es importante considerar que los
algoritmos de flujo 6ptico son usados para la direccion de los desplazamientos en una
imagen, sin embargo, los resultados carecen de sentido fisico. Esto debido a que el orden de
magnitud de los desplazamientos resultantes no concuerda con el fenémeno, lo cual se hace
més notorio al calcular la ecuaciéon de Poisson, con valores de densidad resultantes de
ordenes de magnitud por debajo o por arriba de los valores esperados.
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Para ejecutar la técnica BOS es crucial contar con valores cuantitativos de los
desplazamientos de los puntos del patrén de fondo con la mayor precisién posible. Debido a
ello, se consider6 necesario encontrar una escala que permitiese ajustar los datos usando
como referencia los datos resultantes de correlacion cruzada. Esto debido a que, hasta la
fecha, el algoritmo de correlacion cruzada continda siendo uno de los métodos mas utilizados

y certeros para la deteccidn de desplazamientos en una imagen.

3.3.1 Propuesta de escalamiento

Una forma de resolver el problema de la diferencia de magnitud en los desplazamientos
es hacer ajustes a la Optica para cambiar la magnificacion, como puede ser alejar la camara
del fenébmeno. Sin embargo, no siempre es posible realizar este tipo de modificaciones, en
particular cuando la magnificacion y la resolucién con la que se visualiza el fendmeno de

estudio tienen la misma importancia.

Por lo anterior, se buscO un escalamiento general para las magnitudes de los
desplazamientos, sin embargo, dicho tipo de escalamiento Unicamente logré escalar una
pequefia fraccion de los datos en la imagen. Debido a ello, fue necesario buscar un
escalamiento que considerara segmentos de los datos. El escalamiento propuesto se muestra
enlaEc. (47).

val(i)' = val(i) + Mintervaio) (5)(f) (47)

en donde val(i) es el valor correspondiente al dato i del conjunto de desplazamientos
resultantes de flujo Optico, N, tervaio €S €l NUMero de intervalos de tamafio 0.1px que
corresponden al valor de flujo dptico (Ec. ( 48 )), fes un factor de escala y s es la escala
entre los datos definida por los limites inferior y superior del conjunto de datos de flujo

optico (FO) y correlacion cruzada (CC), como se muestra en la Ec. (49 )-(51).
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val(i)

Nintervalo = 01 (48)

s = % (49)
intervalogy = max(X)po — min(X)go (50)
intervalo.., = max(X). — min(X),. (51)

Se realizaron pruebas con el patron de puntos en posiciones aleatorias desplazado
linealmente (Figura 5). Para este caso, se minimizd la diferencia entre los valores resultantes
de flujo optico y de correlacion cruzada tal que se preservara la pendiente de los datos, lo
que resulto en un factor de escala 6ptimo de f = 0.4. En la siguiente seccidn se muestra la
validacion de dicho factor de escala utilizando un caso previamente estudiado.

Ya que el factor de escala fue determinado a prueba y error, se propuso determinarlo de
forma iterativa, evaluando la desviacion entre los datos hasta llegar a un determinado valor
de tolerancia. Sin embargo, no se continu6 por este camino ya que el algoritmo no convergid
en aquellos datos con magnitudes menores a 1 pixel, aun cuando el factor de tolerancia era
relativamente grande (0.1) y el factor de escala se variaba en incrementos de 0.001 unidades.
Es relevante mencionar que, a pesar de que la minima escala fisica en las imagenes es de 1
pixel, el algoritmo es capaz de detectar desplazamientos del orden de 10~ px ya que se
calcula la diferencia entre valores de intensidad y se resuelven las ecuaciones de Euler-

Lagrange (Ec. (44) vy (45)) de forma iterativa hasta alcanzar la convergencia.

Por otra parte, debido a que el escalamiento propuesto considera un valor minimo y
maximo para los datos de flujo dptico y de correlacion cruzada (Ec. (50 ) y ( 51)), es
necesario contar con un conjunto de datos. Como primer paso en la implementacion del
algoritmo de escalamiento, se trabaja uno a uno con las columnas de las matrices de datos
de flujo Optico y de correlaciéon cruzada. De dichos conjuntos de datos se obtienen los
intervalos correspondientes y con éstos se calcula la escala general s para la columna de

datos correspondiente.
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Ya que los algoritmos de flujo dptico permiten incrementar la resolucion espacial de los
datos, las matrices de datos correspondientes a flujo Optico son de mayor tamafio que
aquellas de correlacién cruzada. Por ello, para poder escalar todos los datos de flujo dptico,
es necesario realizar una correspondencia entre estos datos y los de correlacion cruzada. La
correspondencia propuesta en este trabajo consiste en relacionar subconjuntos de datos de
flujo Optico con cada dato de correlacion cruzada.

Para obtener los subconjuntos de datos de flujo Optico, estos datos se dividen en
segmentos del mismo tamafio que el paso correspondiente a la ultima ventana usada en el
analisis de correlacion cruzada. Esto es, si la Ultima ventana usada en correlacion cruzada
fue, suponiendo, de 16 pixeles con una superposicion del 50% para el paso, entonces el paso
sera de 8 pixeles y los datos de flujo dptico se dividiran en segmentos de 8 datos. De esta
forma, cada segmento de 8 datos de flujo dptico corresponde a un unico valor de los datos

de correlacion cruzada.

Posteriormente, el algoritmo de escalamiento toma cada subconjunto de datos de flujo
Optico y compara cada valor i en el subconjunto con el correspondiente valor k de
correlacion cruzada. Para evaluar dicha comparacion, se utilizaron dos valores de tolerancia,
uno para cuando los datos son menores a 1 px y otro para el caso contrario. Para valores de
desplazamientos menores a 1px, se utilizé un valor de tolerancia de 0.05 vy, para el caso
contrario, se utiliz6 un valor de tolerancia de 0.5. De acuerdo con cada caso, si la diferencia
entre el valor del desplazamiento de flujo 6ptico y el valor de correlacién cruzada excede el
valor de tolerancia, entonces se le aplica la escala propuesta a dicho dato en el subconjunto.
Con este nuevo valor, se aplica un factor de traslacion igual a la diferencia entre el valor del
desplazamiento de flujo dptico inicial y el valor de correlacion cruzada (Ec. (52 )). El signo
de la traslacién sera negativo, cuando el valor de correlacion cruzada sea menor a cero, 0
positivo, cuando sea mayor a cero. Este proceso se repite para cada subconjunto de datos en

la columna actual de la matriz de desplazamientos.

val(i)" = val(i)' + |val(k)cc — val(i)gol (52)
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Finalmente, se aplica un promedio de tres puntos (Ec. ( 53 )) a los datos al inicio y al

final de cada subconjunto de datos de flujo dptico para suavizar los resultados.

:y0—1)+y0)+y0+1)

3 (53)

y(@)

Es importante resaltar que, en ocasiones, el analisis de correlacion cruzada arroja un
valor distinto a un nimero (NaN). Esto ocurre cuando los algoritmos de correlacion cruzada
son incapaces de detectar un desplazamiento en esa region. Sin embargo, esto no
necesariamente quiere decir que no haya un desplazamiento en términos fisicos. Por ello, se
agrego al algoritmo de escalamiento un condicional para que, si la matriz de datos de
correlacién cruzada no tiene valor en una celda, entonces se asigne un valor igual al promedio

de sus dos celdas vecinas.

El proceso de escalamiento de muestra de manera resumida en la Figura 8 y el codigo

de la rutina de escalamiento se puede consultar en el Apéndice B.
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Figura 8. Diagrama del proceso de escalamiento propuesto para los desplazamientos resultantes de
flujo dptico. Para llevar a cabo el escalamiento, es indispensable contar con los desplazamientos
resultantes del andlisis de correlacion cruzada, ya que éstos sirven como referencia.
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3.3.2 Validacion del algoritmo con escalamiento

Para validar el comportamiento del algoritmo con el escalamiento propuesto, se
analizaron las imagenes de un flujo supersonico de aire correspondientes al caso previamente
estudiado en (Porta, 2015). El analisis se llevé a cabo a través del algoritmo de correlacion
cruzada utilizada en dicho trabajo y el algoritmo de flujo Optico con el escalamiento
propuesto. Se eligio usar los datos obtenidos con PIVLab para escalar los datos de flujo
oOptico considerando que dicho software es usado extensamente en la comunidad cientifica y
su funcionamiento ha sido previamente estudiado (Thielicke, 2014), lo que lo hace una

herramienta confiable y una referencia Util para obtener una escala correcta.

Se analiz6 una imagen de referenciay otra con el flujo supersonico, ambas de 720 x 590
px, usando correlacion cruzada con un pase de ventana de 16 x16 px y un paso de 8 px (50%
de sobreposicion). Asimismo, se utilizo el estimador de subpixel de forma 2D Gauss. Como
resultado, se obtuvieron dos matrices de datos de 89 x 72 px, cada una correspondientes a
los desplazamientos en u y v, respectivamente. En cuanto al analisis de flujo dptico, este se
ejecutd con 100 iteraciones, después de las cuales los desplazamientos resultantes no
presentaban cambios en su magnitud y direccion. El campo vectorial resultante del analisis

de flujo optico y de correlacidn cruzada se muestra en la Figura 9.

Figura 9. Campo vectorial de desplazamientos resultantes de: a) correlacion
cruzada y b) flujo optico.
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En la Figura 10 se muestran los valores de los desplazamientos en la direccidn horizontal
(U) y vertical (V) resultantes del andlisis de flujo Optico sin aplicar el escalamiento. Dichos

datos corresponden a la columna central de cada matriz de desplazamientos.
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Figura 10. Valores resultantes del andlisis de correlacion cruzada (CC) y flujo éptico (FO) sin
escalamiento para: a) desplazamientos en la direccion x (U) y b) desplazamientos en la direccion y
(V).

En el caso de los datos del flujo supersénico, el andlisis de flujo Optico sin escalamiento
muestra una magnitud de los desplazamientos menor a los datos de correlacion cruzada. En
ambos casos, los datos de flujo dptico estan confinados Unicamente en un intervalo entre 0
y 1. Si bien el comportamiento general de los datos de flujo 6ptico concuerda con los datos
de correlacién cruzada, el objetivo final es obtener datos cuantitativos de dichos
desplazamientos. Por ello, es necesario aplicar una escala que nos permita aproximar el valor

real de los datos resultantes de flujo 6ptico.

Para el escalamiento propuesto (Ec. (47 )), se encontro que el factor optimo es f =
0.4. Para validar dicho valor, se aplicé el escalamiento a las imagenes de flujo supersonico

conf = 0.1,0.2,0.4y 0.6. Los resultados se muestran en la Figura 11.
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Figura 11. Comparacion de valores para los desplazamientos en la direccion y con distinto factor de
escala.a) f = 0.1,b)f = 0.2,¢)f = 04yd)f = 0.6.

De la Figura 11 se observa que a menor valor del factor de escala f, los datos de flujo
Optico se asemejan en mayor medida a los datos de correlacion cruzada. Sin embargo, el

comportamiento de los subconjuntos de datos de flujo dptico comienza a perder la pendiente
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de la curva, tendiendo en mayor medida hacia lineas horizontales. Por otro lado, cuando f
es mayor, la pendiente se conserva, sin embargo, la magnitud de los desplazamientos en flujo
Optico aumenta, alejandose de los valores de correlacion cruzada, i.e. aumentando el error

en la aproximacion de los desplazamientos.

Con el objetivo de analizar el error del escalamiento con los distintos factores
propuestos, se obtuvo el error absoluto medio (Ec. ( 54 )) entre los valores del flujo optico

Xro Y aquellos correspondientes a correlacion cruzada x.. (Figura 12).

1 m
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Figura 12. Error absoluto medio en los valores de: a) U y b) V para distintos factores de escala.

Como resultado, se obtuvo que los errores en el caso de los desplazamientos en u
oscilaron en su mayoria por debajo de 0.1 px, con algunos valores alrededor de 0.11 px para
f =0.6.Para f = 0.4, el error absoluto medio de los datos se encuentra por debajo de 0.08
px. Estos resultados hacen evidente que las diferencias en las magnitudes de los
desplazamientos obtenidos con correlacién cruzada y con la escala de los datos de flujo
Optico son pequefios. En el caso de los desplazamientos en u, el error absoluto medio

resultante corresponde a valores de desplazamientos menores a 1 px.
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Por otro lado, para el caso de los desplazamientos en v, la magnitud de los
desplazamientos en v era mayor a 1 px y los errores se encontraron en su mayoria por debajo
0.4 px. Asimismo, en la Figura 12 se observa que el error absoluto medio crece conforme el
valor del factor f incrementa. Para f = 0.4 el error absoluto general de los datos se encuentra

alrededor de 0.3 px.

Debido a lo anterior, un punto clave para determinar qué tan bueno es el escalamiento
propuesto es la preservacion del sentido fisico del conjunto de datos con el que se trabaja.
En este sentido, el escalamiento propuesto en la Ec. ( 47 ) con f = 0.4 preserva la
informacidn que contiene la pendiente de los datos (Figura 11 - ¢), lo cual preserva a la vez
el sentido fisico de los datos. Adicionalmente, el error absoluto medio de los desplazamientos
para este valor de f se sitUa alrededor del 14% del valor del desplazamiento méximo. La

magnitud de los desplazamientos con la escala propuesta se muestra en la Figura 13.
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Figura 13. Magnitud de los desplazamientos en: a) U y b) V después de aplicar la escala a los
datos originales de flujo éptico con un factor de escala f = 0.4.

De la Figura 13 se observa que las diferencias entre las magnitudes de los
desplazamientos u y v disminuyen al aplicarles el escalamiento propuesto. Esto es cierto

independientemente de si la magnitud de los desplazamientos es mayor o menor a 1px.

Cabe destacar que los algoritmos de flujo dptico y estudios previos en el campo de vision
computacional han validado la deteccion de desplazamientos de forma cualitativa, sin

embargo, los datos que dichos algoritmos proveen no contienen la fisica del fendmeno de
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estudio. Por ello, el escalamiento propuesto en este trabajo representa un esfuerzo por unir a
los algoritmos de flujo dptico con un fendmeno fisico. Asimismo, haciendo uso de este
escalamiento, se preserva el incremento en la resolucion espacial que permite el andlisis de
flujo Optico, ademas de expandir la aplicacion de estos algoritmos para obtener datos

cuantitativos de los desplazamientos.

Una vez obtenidos los desplazamientos en el orden de magnitud correcto, se ejecutd el
algoritmo de BOS, el cual calcula las diferencias finitas a partir de las matrices de
desplazamientos y resuelve la ecuacion de Poisson. Para ello, se utilizaron los mismos
valores que los usados en (Porta, 2015) para un flujo supersénico de aire expulsado a través
de una tobera de 0.004 m de diametro con una presion de salida de 634.34 kPa (92 psi) y con

condiciones de frontera tipo Neumann en las fronteras Norte-Sur.

El algoritmo de flujo 6ptico-BOS convergio en 28,261 iteraciones, con un tiempo de
ejecucion de 905.01 segundos, dando como resultado dos matrices de 717 x 587 px. Por otra
parte, el algoritmo utilizado en (Porta, 2015) basado en el método de correlacion cruzada dio
como resultado dos matrices de datos de 353 x 288 y convergié en 27,993 iteraciones y

192.89 segundos. Los resultados se muestran en la Figura 14 y la Figura 15.
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Figura 14. Campo escalar de densidad obtenido del andlisis de: a) flujo
optico y b) correlacion cruzada para un flujo supersonico.
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Analizando unicamente el campo escalar mostrado en la Figura 14 - a), se observa que
en los resultados de flujo 6ptico-BOS el algoritmo fue capaz de identificar un tercer I6bulo
en la estructura del flujo supersonico en la orilla superior de la imagen. En contraste, debido
a la menor resolucion espacial de correlacion cruzada, dicho algoritmo no fue capaz de
detectar en su totalidad el tercer I16bulo. Como resultado, ademas del error que representa en
la caracterizacion de las distintas secciones de la estructura del flujo, en el caso de correlacion
cruzada se obtienen valores de densidad menores que aquellos calculados a partir de los datos
de flujo dptico. Esta variacion es particularmente importante en las fronteras superior e

inferior de la imagen, en donde la diferencia entre los valores de densidad aproximados
k T ., . . , .
supera 0.017 m—i. En el caso del indice de refraccion, la diferencia entre los valores maximos

de flujo dptico y correlacion cruzada es de 4.4x1076, equivalente a una diferencia porcentual
de 0.0004%, mientras que la diferencia entre los valores minimos es de 1x107°, igual a una
diferencia porcentual de 0.0001%. Al ser estas diferencias mucho menores al 1% de la

magnitud del valor del indice de refraccion, es posible ignorarlas.

Por otro lado, en la Figura 15 se observan regiones de alta y baja densidad, en donde a
mayor densidad, mayor indice de refraccion del medio. Para analizar con mayor claridad el
comportamiento de las distintas regiones del flujo supersénico en el campo de densidades,

se grafico la densidad contra la posicion, como se muestra en la Figura 16.
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Figura 16. Comparacion de los valores de densidad con respecto a la distancia resultado de: a) analisis
de flujo dptico y b) andlisis de correlacion cruzada. Densidad del aire = 1.204 %
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En la Figura 16 se observa con claridad el comportamiento periodico en la densidad
relativa del flujo supersonico. La densidad del aire, al salir de la tobera (extremo derecho de
la grafica), disminuye por debajo de la densidad del aire sin perturbacion hasta llegar a un
minimo local y después aumenta gradualmente a un maximo local. Sin embargo, si bien es
de esperarse que este comportamiento se repita a lo largo de la estructura del flujo
supersonico, este no es el caso en los resultados de correlacion cruzada (Figura 16 - b).

En este caso, la densidad del tercer I6bulo aumenta muy poco y disminuye hasta alcanzar
la densidad del aire sin perturbacion dadas las condiciones de frontera. En contraste, en los
resultados de flujo Optico (Figura 16 - a), si es posible observar un incremento en la densidad
de magnitud cercana a los dos primeros I6bulos, con una ligera disminucion. Dicha
disminucion en la magnitud de la densidad corresponde a lo esperado ya que los flujos

supersonicos se expanden gradualmente a lo largo de su trayectoria.

En resumen, los resultados del andlisis para el flujo supersénico presentados en esta
seccion validan el funcionamiento del algoritmo de flujo Optico con el escalamiento
propuesto, ademas de ser una muestra clara del incremento en la resolucién espacial que este
tipo de algoritmos ofrecen. Dicho incremento en la resolucion espacial expande la
posibilidad de estudiar detalles en el objeto de estudio que no serian detectados al usar

algoritmos de correlacion cruzada.
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4 DESARROLLO EXPERIMENTAL

En este capitulo se abordan los procedimientos para la eleccion de los pardmetros
relacionados al montaje experimental, tales como el patron de fondo y el sistema 6ptico. Por
otro lado, se muestra el arreglo experimental utilizado para aplicar BOS al estudio del gas
de un encendedor y de un soplete. Se propuso el estudio de este Gltimo caso bajo la hipotesis
de que, para el gas de soplete, el indice de refraccion es mayor al del gas de un encendedor,
por lo que los desplazamientos del patron de fondo son de mayor magnitud. Cabe destacar
que todos los elementos del montaje experimental se adaptaron para llevar a cabo el

experimento con materiales caseros.

4.1 Patrén de Fondo

Para implementar la técnica de Schlieren con un fondo de referencia, se debe de elegir
el patron de fondo adecuado segun las caracteristicas del sistema éptico con el que se trabaje,
asi como las caracteristicas del fenomeno a analizar. Ademas, debe considerarse la fuente de

luz a utilizar, ya que de ésta dependera el material sobre el cual se genere el patrén de fondo.

Para el estudio de los fendmenos presentados en este trabajo, se gener6 un patrén digital
de tamafio 2736 x 1824 pixeles. Dicha imagen se mostro en la pantalla de una computadora
Microsoft Surface Pro-6, con la misma resolucion que la imagen del patron de fondo. La
eleccion de esta pantalla LED proporciond tanto el patrén de fondo, como la iluminacion

requerida para la realizacion del experimento.

4.1.1 Tamano de los puntos
El primer paso para generar un patron de puntos adecuado es definir el tamafio de los

puntos que conformaran dicho patron. Estos dependen directamente de la capacidad del

equipo optico, en este caso, de la resolucién de la cdmara a utilizar.
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Para los experimentos de este trabajo, se utilizo una camara Nikon D3300 con una
resolucion de 4000 x 6000 pixeles montada sobre un riel dptico, asi como una lente AF-S
DX NIKKOR 18-55mm f/3.5-5.6G VR. Para identificar la distancia focal éptima a utilizar,
se genero la imagen de una cuadricula de la misma resolucion que la pantalla. Se colocé la
camara a una distancia fija de 50 cm y se tomo una fotografia de la cuadricula con cada una
de las distancias focales. Posteriormente, se analizaron las imagenes y se determiné que la

lente de 55 mm mostraba la menor deformacién de los contornos de la cuadricula.

Una vez seleccionada la distancia focal de 55 mm, se vario la distancia de la camara a
la pantalla en intervalos de 1 cm, con el fin de encontrar la distancia en la que se obtenia el
mejor enfoque en la pantalla. Como resultado, se fijo una distancia cAmara-pantalla de 57

cm.

Por otra parte, se generd una imagen con puntos de tamafio 1, 2, 5, 10 y 20 px. Se
fotografié dicha imagen y se encontrd que el didmetro minimo para que un punto fuera
visible para la cdmara fue de 1 px (un pixel con valor entre 1 y 255). Los puntos de dicho
diametro en el patrén aparecian con un didmetro final de 3 px en la imagen tomada por la

camara.

Conociendo el diametro minimo de los puntos, se generd una imagen adicional con
puntos de tamafio de 1 px separados por 1, 2, 3, 4, 5y 10 px de distancia entre ellos. Se
fotografio dicha imagen y se determind que la menor distancia de separacion para distinguir

a través de la camara entre un pixel y otro fue de 2 px.

4.1.2 Densidad de puntos

Una vez conocido el tamafio minimo de los puntos y la distancia minima de separacion
entre ellos, se cred un patron de puntos aleatorios. Para ello, se utilizd el codigo
“makebospattern.m” (Frédéric Moisy, 2016). Dicho cédigo crea “particulas™ utilizando 4
circulos concéntricos con distintos valores en escala de grises. EIl didmetro de las particulas

corresponde al didmetro del circulo externo.

En cuanto a la densidad de puntos, el programa calcula el nimero de particulas por
milimetro cuadrado, siendo esto de gran utilidad para estimar la densidad de puntos que se
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tendria en una determinada area de interrogacion. Por lo anterior, se generd un patron con
60,000 puntos y otro con 600,000 puntos con un diametro de 0.165 mm, equivalentes a

puntos de diametro de aproximadamente 3 px (3.2763 px) en las imagenes de la camara. Para

part

el patrén con 600,000 particulas, se obtuvo una densidad de 13.3 = 0.026 ’;CZ; , 0 bien,

mm2
27.15 particulas en una ventana de 32 x 32 px. Por otra parte, para el patrén con 60,000

particulas, se obtuvo una densidad de 1.33 22 = 0.0026 22

mm?2

ba
px? '

0 bien, 2.71 particulas en
una ventana de 32 x32 px.
Se gener0 otra imagen de cada patron aplicando una traslacion lineal, a modo de tener

dos pares de imagenes, cada uno con su respectiva densidad de particulas. Se analizaron

dichas imagenes utilizando correlacion cruzada con distintas ventanas de interrogacion

(Figura 18 y Figura 18).

a) b) c)

Figura 17. Patrén con 60,000 particulas. Campo de desplazamientos resultante de correlacion
cruzada para el patrén de puntos con desplazamientos lineales. a) Un pase con ventana de 64 x 64
pX, paso de 32 px. b) Dos pases con ventanas de 64 x 64 px y 32 x 32 px con 50% de
sobreposicion. ¢) Tres pases con ventanas de 64 x 64 px, 32 x 32 px y 16 x 16 px con un 50% de
sobreposicion.
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Figura 18. Patrén con 600,000 particulas.
Campo vectorial de desplazamientos para el
andlisis de correlacion cruzada utilizando dos
pases con ventanas de 32 x 32y 16 x 16 con
un 50% de sobreposicién.

De la Figura 17 se observa que, para el patrén con 60,000 puntos, la deteccion de los
desplazamientos usando correlacion cruzada muestra mas vectores espurios conforme la
ventana de interrogacion decrece. En este caso, la separacion entre puntos es en general
mayor a 10 pixeles, lo cual se ve reflejado en una pobre deteccion de los desplazamientos.
Sin embargo, en la Figura 18 correspondiente al patron con 600,000 particulas, se observa
el campo vectorial de desplazamientos con una menor cantidad de vectores espurios ain con

ventanas pequefias.

Debido a que, para utilizar el algoritmo de flujo dptico, se deben escalar los datos con
respecto a los valores de correlacion cruzada, es ideal utilizar el menor tamarfio de ventana
posible en el analisis. En este sentido, la mejor deteccion de los desplazamientos para
ventanas de interrogacion pequefias (16 x16 px y 50% de superposicion) correspondio al

caso de una densidad igual a 600,000 puntos/particulas.

4.2 Sistema optico y captura de imagenes

Como se menciond anteriormente, el montaje experimental de la técnica BOS es
relativamente mas sencillo que otras técnicas de visualizacién de fluidos, ya que consta
Unicamente de una camara, una fuente de luz, un patrén de fondo y el fendmeno de estudio.
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En la Seccién 4.1 se determind el tamafio y densidad de los puntos del patrén de fondo.
Por otro lado, otro de los pardametros que contindan siendo una incognita al trabajar con la

técnica BOS es el enfoque por utilizar al momento de fotografiar el fendmeno de estudio.

Se propuso estudiar tres enfoques principales: enfoque al patron, enfoque patron-objeto
de estudio y enfoque al objeto de estudio. Sin embargo, con la éptica disponible, el médximo
valor de apertura que se pudo utilizar correspondié a /9.0. Lo anterior debido a que,
utilizando un valor mayor de apertura, las fotografias del patron de fondo eran lo
suficientemente oscuras para que el algoritmo de flujo optico no pudiese detectar ningun
desplazamiento. Dicho problema persistio a pesar de incrementar el brillo de la pantalla al
maximo, comprobando que para los algoritmos de flujo Optico es crucial contar con una

iluminacidn suficiente para mostrar contraste entre los puntos del patrén y el fondo.

Un problema similar se tuvo al alejar el patron de la cAmara para incrementar la
profundidad de campo, en donde la iluminacion disminuy6 y dio como resultado una imagen

demasiado oscura.

Una vez determinado el tamafio de la apertura a utilizar, se calculé la profundidad de
campo con las especificaciones correspondientes a la lente usada. Con una distancia focal de
55mm, el campo visual fue de 28°50° (Nikon Corporation, 2021) y, considerando una
apertura /9.0 y una distancia cAmara-patron de 57 cm, la profundidad de campo resultante
(DOF por sus siglas en inglés) correspondio a 3.49 cm (PhotoPills, 2022).

Para la captura de imagenes, se utilizé un control remoto para tomar las fotografias a
distancia, de forma que no se indujera un movimiento adicional al presionar el boton de
captura. Asimismo, se configurd la cdmara para guardar las imagenes en formato RAW. Se
incrementd el brillo de la pantalla LED al maximo y se procurd que la iluminacion en los
alrededores fuera minima para que la camara capturara la mayor cantidad posible de
iluminacion proveniente de la pantalla. Asimismo, se modificaron los parametros de la

camara para trabajar en el modo “Manual”.

Se alineo la cdmara con respecto a los bordes de la pantalla LED y posteriormente se

enfoco al patron de puntos.
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4.2.1 Gas de encendedor

Se utilizé un encendedor convencional de gas butano, montado sobre una superficie
plana a modo de nivelar la boquilla del encendedor con el borde del patron. Se configuro la
camara con los parametros 1SO 100, f/5.6 y una velocidad de obturacion de 1/30. Se tomaron
diversos conjuntos de fotografias, fotografiando primero al patron de fondo sin fendmeno y
después al patron de fondo con el fenémeno.

Inicialmente, para accionar la salida del gas del encendedor, se presion6 manualmente
el gatillo y se capturd la correspondiente fotografia. Sin embargo, al analizar las imagenes,
se mostro un desplazamiento lineal general del patrén. Se plante6 como hipétesis que dicho
movimiento era inducido al presionar manualmente el gatillo, lo cual podria generar un
movimiento en la superficie sobre la cual se monto6 el experimento. Para solucionar dicho
problema, se utilizaron tres superficies distintas sobre las cuales se montaron el riel con la

camara, el encendedor y la pantalla, respectivamente.

Como resultado, el movimiento del patrén disminuyd, sin embargo, aun fue detectado
por el algoritmo de flujo dptico debido a la alta sensibilidad de éste. Se capturd un video y
se extrajeron los dos cuadros requeridos, sin embargo, al tener una menor resoluciéon y menor
control de los parametros de la cAmara en modo video, no se logré un correcto enfoque del

patron de fondo.

Finalmente, se colocd una liga para ejercer presion constante sobre el gatillo del
encendedor, a modo de reducir el movimiento inducido a los deméas elementos del
experimento. De esta forma, se logré obtener un conjunto de fotografias con un minimo
movimiento del patron de fondo, en la cual fue posible distinguir la region de estudio de

interés.
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4.2.2 Distribucion de puntos en el patrén de fondo

Se propuso utilizar el gas del encendedor con el objetivo de determinar la distribucion

de puntos 6ptima en el patron de fondo.

Se utilizo el patrén con 600,000 particulas aleatorias mencionado en la seccién anterior
(Figura 5) y otro patrén con posiciones de los puntos definidas en una cuadricula (Figura 19
- a). Es importante destacar que, para este ultimo caso, los “puntos” hacen referencia a un

pixel de la matriz de la imagen cuyo valor de intensidad sea distinto de cero.

Para generar el patrén de puntos cuadricular, se cre6 un script en MATLAB (Apéndice
B). Dicho programa gener6 una matriz de tamafio igual a la resolucién de la pantalla (2736
x 1824 px), en la cual se colocé un valor aleatorio entre 1 y 255 cada tercera entrada, de
forma que un pixel tendria un valor distinto a cero y los dos pixeles a sus alrededores tendrian
el valor de cero. De esta forma los puntos cumplian con el tamafio y separacion minima para

ser detectados por la camara.

a) b)
Figura 19. Distribucién de puntos en el patrén de fondo: a) puntos en cuadricula y
b) puntos en posiciones aleatorias.

Para determinar la distancia Optima entre el patron y el objeto de estudio, se varié la posicion
del objeto en intervalos de 1cm, partiendo desde la pantalla y hasta 17 cm después de ella.
Se tomaron fotografias del gas de un encendedor para cada distancia, tanto con el patron
cuadricular, como con el patron de puntos aleatorios. Los parametros utilizados para dichas

fotografias fueron 1ISO 100, /9.0 y velocidad de obturacion 1/30 s.
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Como resultado, unicamente fue posible detectar desplazamientos mediante el algoritmo de
flujo Optico para el caso en donde la distancia entre el encendedor y el patrén de fondo fue
de 15 cm. Los resultados se muestran en la Figura 20. Considerando lo anterior y el DOF
calculado, el enfoque utilizado para el desarrollo experimental correspondié a un enfoque

exclusivo del patron de fondo.

En la Figura 20 - a) se distingue con claridad la seccion en la cual esté presente el flujo
del gas, mientras que en la Figura 20 - b) no es posible distinguir el flujo del gas debido a
que se muestran desplazamientos en toda la imagen. Dichos desplazamientos parecieran
indicar un movimiento general de los puntos del patrén, en particular en la mitad izquierda
de la imagen. En esta region, la direccion de los vectores cambi6 gradualmente hasta llegar

a vecctores en direccion horizontal en el extremo superior izquierdo de la imagen.
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Figura 20. Campo de desplazamientos para el gas de un encendedor con patrén de fondo: a) con
puntos aleatorios y b) con puntos en cuadricula.
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La hipdtesis que se presenta en este trabajo para el comportamiento del patrén de puntos
cuadricular es que, al tener puntos en posiciones definidas en una cuadricula, el algoritmo
de flujo oOptico ya no detecta desplazamientos en cualquier direcciéon. Al contrario, se
favorece a la deteccion de desplazamietos en las direcciones x y y, lo cual a su vez favorece
a la deteccion de los cambios de intensidad en la pantalla debidos a la tasa de refresco de la
pantalla. En consecuencia, se eligidé al patrén de puntos aleatorios para llevar a cabo los

experimento mostrados en este trabajo.

En la Figura 21 y Figura 22 se muestra el montaje experimental final utilizado en este

trabajo.
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Figura 21. Diagrama del montaje experimental para la técnica de
Schlieren con un Fondo de Referencia: a) vista lateral y b) vista aérea.
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Figura 22. Fotos del montaje experimental para la técnica de Schlieren
con un Fondo de Referencia: a) vista lateral y b) vista aérea.
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4.2.3 Gas de soplete

Para el estudio del gas de un soplete, se utilizdé un cartucho de gas butano/propano de
275 g marca Truper®, con una boquilla para lata roscada de 120 mm de largo y una apertura

de 0.004 m para la salida del gas.

Se coloco el soplete a una distancia de 15 cm con respecto a la pantalla y se capturaron
dos fotografias del patron de fondo, una sin soplete y otra con el soplete. Para evitar el
movimiento del montaje experimental, se colocd el soplete sobre una superficie externay se
abrio la valvula momentos antes de capturar la primera fotografia. Una vez capturada la
primera fotografia, Gnicamente se inclind el soplete para que el gas atravesara la seccién de

la pantalla y se tomd la segunda fotografia.

A pesar de reducir al minimo cualquier movimiento inducido al encender el soplete, el
analisis de las fotografias continu6 mostrando un desplazamiento general de la imagen en
forma diagonal, hacia la esquina superior de la pantalla. Como posible hipotesis para explicar
este comportamiento, se penso en que el tiempo de refresco de la pantalla podria inducir un
cambio significativo en la intensidad de los pixeles. Ya que la pantalla utilizada tenia una
Unica frecuencia de refresco (60 Hz), se optdé por aumentar la velocidad de obturacion de la

camara, a modo de capturar las fotografias antes del refresco de la pantalla.

Se configurd la camara para tomar las fotografias utilizando 1SO 100, f/5.6 y una
velocidad de obturacion de 1/100. Debido a que las fotografias resultaban opacas,
independientemente de la apertura a utilizar, se optd intercambiar los colores del patrén, de

modo que el fondo fuese blanco en vez de negro.

Al capturar el nuevo conjunto de imagenes, se detectaron franjas diagonales sobre toda
la imagen (Figura 23). Debido a que dichas franjas se mantenian presentes a pesar de la
velocidad de obturacion, se determind que pertenecian a un patrén de Moiré generado en la

pantalla.

Los patrones de Moiré son patrones de interferencia visuales que surgen como resultado
de la superposicion de dos patrones de rejillas con lineas a un determinado angulo. Cuando

dichos patrones tienen tamarfios diferentes o estan ligeramente desalineados, se produce un
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nuevo patrén con un efecto visual fluctuante. Dependiendo de la frecuencia y la direccion de
las rejillas, se pueden observar distintos patrones (Weisstein, s/f).

En el caso concreto del experimento, debido a que la pantalla estd compuesta por pixeles
discretos a modo de cuadricula con una resolucion dada, al tomar una fotografia existio una
superposicién de dicho patron y el sensor de la cAmara que generd un patron de Moiré en la

imagen.

una de las iméagenes a analizar.

Con el objetivo de resolver este problema, se inclino la pantalla hacia atras un angulo
de 2° con respecto a la vertical. De esta forma, finalmente las lineas desaparecieron de las
fotografias y fue posible realizar el analisis de las imégenes correspondientes al gas del

soplete.

4.3 Preprocesamiento de imagenes

El primer paso para poder trabajar con las fotografias capturadas consistid en utilizar el
programa Capture NX-D (Nikon, 2021) para editar y procesar las imagenes en formato RAW

de forma no destructiva, conservando la calidad de las imagenes y la informacion de
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intensidad de los pixeles. En este programa se recortaron las imégenes para conservar
unicamente los segmentos de la imagen en donde se encontraba el objeto de estudio y se

convirtieron las imagenes a un formato . TIFF.

Posteriormente, mediante el software ImageJ (W.S, s/f) se convirtio a las imagenes a un
formato 8 bits y se guard6 cada par de imagenes con un formato “NOMBRE 000" y
“NOMBRE 001 para las imagenes correspondientes al patron de fondo sin objeto de

estudio (imagen de referencia) y al patron de fondo con objeto de estudio, respectivamente.

4.4 Algoritmo de Flujo Optico-BOS

Debido a que el algoritmo de flujo éptico-BOS utiliza los valores de desplazamientos
resultantes de correlacidn cruzada, es necesario primero analizar las imagenes con dicho
método. En este trabajo se realizo el andlisis de correlacion cruzada mediante PIVLab y se

guardaron las matrices de desplazamiento resultantes.

Cabe destacar que una de las ventajas de utilizar el algoritmo de flujo Optico con el
escalamiento es que se aumenta la resolucion espacial, ademas de brindar mayor precision

en los desplazamientos menores a un pixel.

Una vez obtenidas las matrices de desplazamiento de PIVLab, se ejecutd el cddigo
“OpticFlow_BOS.m”, escrito en MATLAB (Apéndice B). Dicho codigo realizé la lectura
de las dos imagenes correspondientes al caso de estudio y calcularon los desplazamientos u
y v. Después, se realizo la lectura de las matrices de desplazamientos obtenidos de PIVLab

y se les aplico a los datos el escalamiento propuesto.

Posteriormente, se utilizaron los parametros experimentales de escala, magnificacion,
tamafo del objeto, distancia objeto-patron de fondo, indice de refraccion y densidad del
medio que rodea al objeto, ademas de la constante de Gladstone-Dale del gas por estudiar.
Con dichos datos y las matrices de desplazamientos, se ejecuto el algoritmo de diferencias
finitas de cuarto orden y la matriz resultante se ingreso a la funcion que resuelve la ecuacion

de Poisson.
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Finalmente, se obtuvo la matriz con los valores de la densidad en cada pixel y se
multiplico cada entrada de la matriz por la constante de Gladstone-Dale +1 para obtener la
matriz de indice de refraccion. En la Figura 24 se muestra un esquema general del algoritmo
de flujo optico-BOS. La implementacion completa de dicho algoritmo se encuentra

disponible para descargar en el Apéndice A.

u,v
Correlacién Cruzada

Escalamiento Célculo de Diferencias
u v Finitas

u,v
Flujo dptico
Densidad*G +1

e Solucién de la ecuacion
= Indice de <: de Poisson = Densidad
Refraccion

Figura 24. Algoritmo general de flujo 6ptico-BOS para el andlisis de un par de imégenes.
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5 RESULTADOS Y ANALISIS

5.1 Gas de encendedor

Se analizaron las imagenes correspondientes al gas del encendedor, las cuales tenian un
tamafio de 638 x 820 px. Para el analisis de correlacion cruzada se utilizaron dos pases, el
primero con una ventana de 32 x 32 px y un paso de 16 px, seguido de una ventana de 16 x
16 px y un paso de 8 px. La escala obtenida de los parametros experimentales y las imagenes
fue de 1px = 4.5x107°>m.En la Figura 25 se muestra el campo de desplazamientos

resultante para cada caso.

Figura 25. Campo vectorial de desplazamientos. a) Correlacién cruzada y b) Flujo éptico. La
coordenada (0,0) de la imagen se encuentra en la esquina superior izquierda.

Con el objetivo de verificar el comportamiento de los datos de flujo optico con el
escalamiento, se compard la columna central de las matrices de los desplazamientos en la
direccion x y y con los valores obtenidos a través del andlisis de correlacion cruzada (Figura
26).
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Figura 26. Comparacion de los desplazamientos con respecto a: a) direccién x y b) direccion y.

Se observa que conforme la magnitud de los desplazamientos disminuye, el algoritmo
de flujo Optico detecta desplazamientos de menor magnitud que aquellos detectados
mediante correlacion cruzada. Esto se debe a que, en PIVLab, el calculo de desplazamientos
del orden de subpixel esta sesgado hacia valores enteros (Thielicke, 2014). De esta forma,
PIVLab y su algoritmo de correlacion cruzada subestima los desplazamientos de los puntos
en la imagen, al contrario del algoritmo de flujo Optico que es capaz de detectar

desplazamientos del orden de subpixel con mayor precision.

Una vez obtenido el campo vectorial de desplazamientos, se calcularon las derivadas de
éstos mediante diferencias finitas. Como resultado, se obtuvo una funcién para cada pixel en

la imagen y el término fuente de la Ec. ( 35 ) de Poisson.

Para resolver la ecuacion de Poisson, se usé el método de sobre relajacion sucesiva
(Successive Over Relaxation, SOR por sus siglas en inglés). Este método es una variante del
método de Gauss-Seidel y tiene como ventajas que reduce el error numérico y tiende a

converger mas rapido en comparacion con otros algoritmos (L. Burden et al., 2017).

Ya que la ecuacion de Poisson es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden, es
necesario fijar condiciones de frontera para resolverla. Debido a la naturaleza del flujo en las
imagenes y a que no se conocen de antemano los valores de indice de refraccion y densidad
en las regiones en donde hay flujo, se supusieron condiciones de frontera tipo Neumann
homogéneas (fronteras Norte y Sur de las imagenes) como una primera aproximacion.
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ap_

3, = O (55)

Por otro lado, se propusieron condiciones de frontera de tipo Dirichlet en las orillas
paralelas a los lados del flujo (fronteras Este y Oeste). De esta manera se usaron los valores

de las propiedades del medio circundante, esto es, la densidad del aire.

P = Paire (56)

Asimismo, en el analisis se utilizaron los valores de parametros mostrados en la Tabla
1. Ya que la constante de Gladstone-Dale no se determind experimentalmente, se utiliz6 un

valor estimado de para el butano (Kawahara et al., 2003).

Tabla 1. Valores de los pardmetros requeridos para el calculo de densidad e indice de refraccion

Simbolo Valor
esc 22222.22
h 0.0015 m
L 0.15m
Mag 0.0858
ng 1.0002921
Po 1.204 %2
i 3
G 5.3236-4 2=
kg

De la ejecucién del algoritmo de flujo Optico, se tuvieron dos matrices de
desplazamientos de tamafio 635 x 817, mientras que las matrices de correlacion cruzada
resultaron de tamafio 89 x 72 px. Para el algoritmo de flujo dptico-BOS, la solucidn
convergio en 65428 iteraciones, 0 1147.44 segundos. Por otro lado, con las matrices de datos
de correlacion cruzada, la solucion convergio en 2,585 iteraciones, o 2.89 segundos. Lo
anterior implica que el algoritmo de flujo 6ptico-BOS requirié aproximadamente 25 veces

mas iteraciones para converger que en el caso de correlacion cruzada.
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De la Figura 27 y la Figura 28 se observa que el gas, al salir del encendedor, tiene una
densidad mayor que el aire sin perturbar a su alrededor, y comienza a expandirse tanto en
direccién horizontal, como en la vertical. Conforme el gas se expande, los desplazamientos
de las moléculas que lo conforman decrecen en ambas direcciones, siendo la direccion x

aquella que decrece con mayor rapidez. Asimismo, la magnitud de la densidad reduce hasta
aproximadamente 0.054 %por debajo de la densidad del aire sin perturbar (p,). Como

consecuencia, el campo escalar de densidad y de indice de refraccién toma la forma anéloga
a la flama de una vela, aun cuando Unicamente se trata del gas sin el proceso de combustion.
Lo anterior indica que, una vez iniciado el proceso de combustién, las zonas de menor
densidad que se observan en la estructura del gas del encendedor (capa exterior de la
estructura) tendran una mayor temperatura que el interior, lo cual es consistente con las

temperaturas asociadas a la flama de una vela (Candle Science, 2020).
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Figura 27. Campo escalar de: a) densidad y b) indice de refraccion para el
gas de un encendedor. Analisis realizado mediante el algoritmo de flujo-
Optico-BOS.
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Figura 28. Campo escalar de: a) densidad y b) indice de refraccion para
el gas de un encendedor. Analisis realizado mediante correlacion
cruzada (PIVLab).
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Por otro lado, en la Figura 28 se muestra una estructura similar del gas, sin embargo,
debido a la baja resolucién espacial resultante del andlisis de correlacion cruzada, no se
distingue a detalle la transicion de las distintas regiones del gas. Asimismo, la baja resolucion

espacial ocasiond errores en el calculo de la densidad, cuyo valor maximo se encuentra
. k . . .
aproximadamente en 4.5 m—i, lo que equivale a mas de 3.7 veces el valor de la densidad del

aire sin perturbaciones. De este modo, el cambio en el indice de refraccion en el gas,
calculado con correlacion cruzada, es de 2x10~3, mientras que el cambio calculado mediante

el algoritmo de flujo 6ptico-BOS es de 2.5x10~%, es decir, un orden de magnitud menor.

5.2 Gas de soplete

Se analizaron un par de iméagenes correspondientes al gas del soplete mencionado en la
Seccion 4.2.3, las cuales tenian un tamafio de 1106 x 2702 px. El analisis de correlacion
cruzada se realizd con dos pases, el primero con una ventana de 32 x 32 px y un paso de 16
pX, seguido de una ventana de 16 x16 px y un paso de 8 px (50% de sobreposicion). Analogo
al caso anterior, La escala obtenida de los parametros experimentales y las iméagenes fue de
1px = 4.5x10~>m. El campo vectorial de desplazamientos para cada caso se muestra en la

Figura 29.
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Figura 29. Campo vectorial de desplazamientos. a) Correlacion
cruzada y b) Flujo éptico. La boquilla del soplete se ubicé en la
zona inferior, fuera del area de la imagen.

Con el objetivo de verificar el comportamiento de los datos de flujo Optico con el
escalamiento, se comparo la columna central de las matrices de los desplazamientos en la

direccion x y y con los valores obtenidos a través del andlisis de correlacion cruzada (Figura
30).
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En este caso, nuevamente la magnitud de los desplazamientos resultantes de flujo 6ptico
y correlacion cruzada difieren en mayor medida en los extremos de la imagen, en donde los
desplazamientos aumentan. En la Figura 31 se observa que, en contraste con el caso del gas
del encendedor, se tienen desplazamientos de mayor magnitud. Dichos desplazamientos se
encuentran en el intervalo de (-2.7, 2.7) px para U y de (-2.3,1.3) px para V.
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Figura 31. Campo escalar de desplazamientos obtenidos mediante el analisis de flujo 6ptico en: a)
direccién x y b) direccion y.
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Debido a la naturaleza del flujo en las imagenes, se utilizaron nuevamente condiciones
de frontera tipo Neumann en las fronteras Norte y Sur de la imagen. En cuanto a los
parametros para resolver la ecuacion de Poisson, Unicamente se modificd el tamafio del
objetoa h = 0.004 m (Tabla 2).

En el caso de la ejecucion del algoritmo de flujo éptico-BOS con los datos de flujo
optico, la solucién convergid en 109730 iteraciones, siendo un total de 6496.04 segundos y
dando como resultado una matriz de datos de 1106 x 2702 pixeles. Por otro lado, en el caso
de la ejecucién del algoritmo de BOS con los datos de correlacion cruzada, la solucion
convergio en 4010 iteraciones, siendo un total de 6.54 segundos y dando como resultado una
matriz de 137 x 336 px. Analogo al caso anterior, estos datos muestran que se requirieron
aproximadamente 27 veces mas iteraciones al utilizar las matrices de datos de flujo dptico
que al utilizar matrices de datos de correlacién cruzada. Los resultados se muestran en la

Figura 32 y la Figura 33.
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Figura 32. Campo escalar de densidad para el gas de un soplete.
Analisis realizado mediante el algoritmo de: a) flujo-6ptico-BOS y
b) correlacion cruzada.
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Figura 33. Campo escalar de indice de refraccion para el gas de un
soplete. Analisis realizado mediante el algoritmo de: a) flujo-dptico-

BOS y b) correlacion cruzada.
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Analizando el comportamiento general de la distribucion de densidad, se observa que el
area correspondiente al flujo del gas del soplete muestra una menor densidad que el aire a su
alrededor y aumenta gradualmente hacia los extremos de la imagen. Este comportamiento
implica que la temperatura del gas proveniente del soplete es mayor que la del aire a su

alrededor.

Aunado a lo anterior, a diferencia del gas del encendedor, la estructura del flujo es
vertical, y dentro de ésta se observan distintas tonalidades de color que muestran una
estructura con mayor complejidad. Relacionando estas observaciones con las caracteristicas
de la estructura general de los jets libres, es posible identificar las tres regiones del flujo: la
region cercana o nucleo del flujo (&rea central azul), la region intermedia o0 mejor conocida
como “region de mezcla” (area externa del flujo) y la region lejana (area del aire alrededor
del flujo).

De las caracteristicas conocidas de los flujos libres, se sabe que conforme el flujo se
desarrolla, se inducen vortices entre la region de mezcla y la region lejana (Wang y Feng,
2018). En este caso, los desplazamientos fueron menores a 2.7 px, lo que equivale a
1.215x10~*m. Si se considera el diametro de la region central del flujo del soplete
observada, la viscosidad del butano y el valor de densidad obtenido del analisis se tiene que
el nimero de Reynolds del flujo en cuestion es de Re = 0.58, es decir, se tiene un flujo
laminar. En este tipo de flujos, los vdrtices son formados en la region de mezcla debido al
contacto entre dos flujos con distintas velocidades, en este caso el jet del soplete y el aire
circundante. Los resultados del analisis de flujo Optico permiten observar con mayor detalle
la region en donde se lleva a cabo la formacién de vortices. Dicha region esta representada
por los colores verde y naranja (Figura 33 y la Figura 33), en donde la estructura ya no es

completamente uniforme y vertical.

Asimismo, en contraste con los resultados del analisis con flujo 6ptico, en los resultados
correspondientes a correlacion cruzada no es posible distinguir con claridad las distintas

regiones dentro del flujo en donde existen cambios minimos en la densidad, tan pequefios

como 0.04 %. Asimismo, el cambio de la densidad entre la regién del flujo de gas y sus

alrededores, registrado por flujo éptico, es de aproximadamente 0.16 %, mientras que el
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cambio calculado con correlacion cruzada es de aproximadamente 1 m—i. En cuanto al indice

de refraccion, el cambio detectado por flujo 6ptico es de aproximadamente 9x10~>, mientras

que el cambio en el indice de refraccion resultado de correlacion cruzada es de 5x10~%.

Por otro lado, se realiz6 un analisis de orden de magnitud para la resolucion y la
incertidumbre asociada en el indice de refraccion considerando el algoritmo de flujo 6ptico.
Dicho célculo se obtuvo a partir de la ecuacion de BOS para el cambio en indice de refraccion
y la expresion del correspondiente error asociado (Ec. (57 ) y ( 58 )). En donde, al ser la

misma expresion para ambas direcciones, el subindice w corresponde a la direccion elegida

(w = x,y).
_on_ ng -
T =G T MagZDhEW (57)
on,, 2 on,, 2 on,, 2 on,, z
— 2 w 2 _w 2 v 2 58
An, \/(aMag> 8Mag+(aZD) SZD+(ah) 8h +<GEW> %2, (58)

En el caso del desplazamiento aparente de los puntosen el patron de fondo &,
se sabe que el desplazamiento es del orden de subpixel.  Este  desplazamiento se escald
mediante el valor de la magnificacion a las unidades de distancia correspondientes. En
cuanto al desplazamiento en el gradiente del indice de refraccion dw, éste se considera como
la diferencia entre las regiones analizadas. Para los algoritmos de flujo Optico, dicha distancia
corresponde a 1 px. En la Tabla 2 se muestran los pardmetros considerados en el experimento

con sus respectivos 6rdenes de magnitud e incertidumbres.
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Tabla 2. Orden de magnitud de los pardmetros utilizados considerados en el experimento.

Parametro Valor Simbolo | Orden de Orden de
Magnitud | Magnitud de la
Incertidumbre

Magnificacion 0.08582 Mgy 1072 1075
Distancia  entre el 0.15m Zp 1072 m 1073 m
patron de fondo y el
objeto de estudio
Espesor del objeto de 0.004 m h 1072 m 103 m
estudio
indice de refraccion del 1.0002921 no 10° 1077
aire
Desplazamiento 3.8x107" m Ew 1077 m 1078 m
aparente del patron de
fondo
Desplazamiento en el 4.5x107° ow 107° -
gradiente del indice de
refraccion
Cambio del indice de - on 1077 1078
refraccion
Constante de m? G 10~ ™ -
Gladstone-Dale 5.3236x10 kg kg

Como resultado, se obtuvo que el orden de magnitud del cambio en el indice de
refraccion es de 1077, y el orden de magnitud de su error asociado es del orden de 1078. La
mayoria de los medidores de indice de refraccion dan 4 digitos e incluso algunos otorgan 6
digitos, por lo que, al tener un orden de magnitud de 1077, se estd aumentando en un orden

de magnitud la precisién.
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Finalmente, es importante notar que, en la técnica BOS, lo que se observa es la
contribucion de todos los planos 2D de un flujo 3D al mismo tiempo. Esto implica que en la
técnica de BOS convencional es ideal trabajar con flujos axisimétricos, en donde todas las
proyecciones sean idénticas. El sistema usado en este trabajo para el estudio del gas de un
encendedor y de un soplete se supuso como axisimétrico. Esto debido a que en ambos casos
se utilizé una boquilla circular para la salida del gas y a que se analiz6 una region cercana a
ella, con distancia vertical con respecto de ésta de 0.25 cm para el gas del encendedor y
4.5 cm para el gas del soplete. Ademas, en la Figura 28, Figura 28, Figura 32 y Figura 33 se
observan las regiones de mezcla, en donde el gas se mezcla con el aire a su alrededor de la

misma manera con respecto a un eje.

Si en un futuro se deseara estudiar flujos no axisimétricos, seria posible utilizar el
algoritmo de deteccion de desplazamientos desarrollado en este trabajo para beneficiarse del
incremento en la resolucion espacial y precisién, sin embargo, se requeririan mas camaras y
modificar el patron de fondo para obtener proyecciones a distintos angulos de vision del

experimento y a partir de éstas reconstruir la imagen del fenémeno.
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6 CONCLUSIONES

En el presente trabajo se cumplio con el objetivo de optimizar la técnica de Schlieren
con un fondo como referencia, principalmente incrementando la resolucion espacial de los
resultados a traves del algoritmo de flujo Optico. De esta forma, fue posible obtener un valor
de densidad por cada pixel en la imagen, en comparacion con el analisis de correlacion
cruzada, en donde se obtuvo un valor de densidad por cada conjunto de 8 pixeles (tamafio
del ultimo paso utilizado en los analisis).

Se implemento un algoritmo de flujo Optico para detectar desplazamientos. Con el cual
se implemento un sistema BOS casero, comprobando el potencial de la técnica BOS para ser

adaptada aun sin equipo de laboratorio especializado

Se encontrd que el algoritmo utilizado de Flujo 6ptico — BOS, en comparacién con la
correlacion cruzada 'y BOS, mejora la sensibilidad en los desplazamientos menores a un pixel
y ademas aumenta la resolucién espacial en un orden de magnitud. Ambas mejoras permiten
estudiar la estructura del flujo supersénico a mayor profundidad, observando detalles que en

el estudio previo con correlacion cruzada no habian sido detectados.

Como una primera aproximacion al problema de que el flujo 6ptico no mide la magnitud
fisica del desplazamiento, se propuso un escalamiento para obtener valores cuantitativos de
los desplazamientos detectados a través de flujo Optico. Dichos resultados fueron validados

usando los datos de un flujo supersénico previamente estudiado.

Usando los resultados del flujo 6ptico se usé la técnica de BOS para obtener el campo escalar
de densidad e indice de refraccion del flujo libre del gas butano de un encendedor y del gas
de un soplete. Lo anterior permitié estudiar la estructura del flujo supersénico a mayor
profundidad, observando detalles que en el estudio previo con correlacion cruzada no habian
sido detectados.

Como resultado del analisis de Flujo 6ptico-BOS, el orden de magnitud del cambio en
el indice de refraccion calculado fue de 107" y el orden de magnitud de su error asociado fue
del orden de 1078, De esta forma, se logré aumentar en un orden de magnitud la precision de
la técnica.
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En cuanto al costo computacional del algoritmo de flujo éptico-BOS, debido a la alta
resolucion espacial que éste provee, la convergencia de la tltima etapa del codigo encargada
de resolver la ecuacion de Poisson requirié en promedio 25 veces mas iteraciones que al
utilizar matrices de datos de correlacion cruzada. Lo anterior se reflejo en el tiempo de
computo. Debido a esto, al utilizar el algoritmo de flujo éptico-BOS, es crucial considerar el
fendmeno de estudio y los objetivos de la investigacion. Para aquellos casos en donde el
objetivo principal sea estudiar un fendmeno con la mayor resolucion posible, como fue el
caso de este trabajo, entonces el algoritmo de flujo dptico serd una mejor opcion. Por otro
lado, en casos en donde la prioridad sea el analizar una gran cantidad de imégenes, los
algoritmos de correlacion cruzada seran mejores que los algoritmos presentados en este

trabajo, a menos que se optimice el algoritmo para resolver la ecuacion de Poisson.
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7/ TRABAJO A FUTURO

En el presente trabajo se cumplio con el objetivo de optimizar la técnica de Schlieren
con un fondo como referencia, principalmente incrementando la resolucion espacial de los
resultados a través del algoritmo de flujo éptico. Sin embargo, los experimentos se realizaron
con materiales caseros, por lo que aun hay espacio para mejoras, principalmente si se puede

llevar la técnica al laboratorio.

Algunos puntos que se proponen para tratar en un futuro son:

e Utilizar otro patron de fondo y una fuente de iluminacion constante. Asimismo,
colocar los elementos del montaje experimental en superficies mas estables
reduciria el namero de conjuntos de imagenes con movimiento inducido al

accionar el objeto de estudio.

e Determinar experimentalmente el valor de la constante de Gladstone-Dale
especifico segun la composicion del gas utilizado y las condiciones del

experimento para aumentar la precision de los resultados.

e Mejora de la determinacién del factor de escala en el algoritmo de flujo 6ptico-
BOS. Esto a modo de automatizar su determinacion sin comprometer en mayor

medida el tiempo de cémputo.

e Considerar distintos métodos de mallas o esquemas piramidales con mas niveles

para incrementar la magnitud de los desplazamientos que es posible detectar.

o Ultilizar otro esquema computacional para resolver la ecuacion de Poisson, como
lo es la paralelizacion del algoritmo. Asi, se ejecutaria el algoritmo por partes y
al mismo tiempo en varias unidades de procesamiento, lo que en principio
disminuiria el tiempo de computo resultante de aumentar la resolucion espacial

de los datos.
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Finalmente, es de gran interés probar el algoritmo de flujo 6ptico-BOS en el estudio de
un fendmeno con una dinamica mas compleja y con desplazamientos de mayor tamafio. Por
un lado, podria utilizarse la implementacion propuesta en este trabajo para el estudio de

plumas de combustion.

A finales de 2021 se inici6 una investigacion sobre el estudio de un flujo supersénico
de retropropulsion a través de la técnica BOS con flujo 6ptico en conjunto con el Dr. Owen
Williams, miembro del departamento de Aerondutica y Astronautica de la Universidad de
Washington y bajo la supervisiéon del M. en I. David Porta Zepeday el Dr. Carlos Echeverria.
Debido a la violenta naturaleza de estos flujos, han sido pocos los estudios cuantitativos que
se han llevado a cabo. Sin embargo, el obtener valores del campo de desplazamientos y

densidad para estos flujos ayudaria en gran medida a la comprension de la fisica subyacente.
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APENDICES

A. Codigo descargable de la optimizacion

El codigo de la implementacion de Flujo Optico-BOS se puede encontrar en
https://github.com/jesica-lgr/OpticFlow-BOS. El software es de cddigo abierto, por lo que

se puede descargar y ejecutar con las imagenes utilizadas para este trabajo o con otras

imagenes.

B. Rutinas usadas en la optimizacion

Creacion de un patrén cuadricular

function IMG = square_pattern(m,n)
S = zeros(m,n);
row=1;

while row <= m
column = 1;
while column <= n
S(row,column) = 1 + (255-1).*rand(1,1);%random number in range 0-255

column = column + 3;
end
row = row + 3;
end

IMG = S; %resulting image
imshow(S) ;
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https://github.com/jesica-lgr/OpticFlow-BOS

Rutina Flujo Optico — BOS
Ubicacion de los archivos a analizar

%%Vvalidation images Supersonic Flow
filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzalez/Documents/School/UNAM/Titulacién/Thesis/Cédigo
Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/validationImagesSF/SF_%03d.jpg";

%%Images for optic flow vs cross-correlation tests

%Linear displacement

%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzdlez/Documents/School/UNAM/Titulacion/Thesis/codigo
Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/L_3p_2d_%03d.tif"';

%Vvortex displacements

%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzdlez/Documents/School/UNAM/Titulacion/Thesis/Codigo
Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/V_3p_2d_%03d.tif"';

%%Pattern Tests

%Density of dots

%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzalez/Documents/School/UNAM/Titulacion/Thesis/Codigo
Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/Rand_pattern_black_crop_600000_%03d.tif"';
%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzdlez/Documents/School/UNAM/Titulacién/Thesis/Codigo

Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/Rand_pattern_black_crop_60000_%03d.tif";

%Sstructure of dots

%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzdlez/Documents/School/UNAM/Titulacion/Thesis/Codigo
Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/square_rand_15_%03d.tif";
%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzdlez/Documents/School/UNAM/Titulacion/Thesis/Codigo

Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/square_15_%03d.tif';

%%0bject of study

%Gas of Tighter 15cm
%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzdlez/Documents/School/UNAM/Titulaciéon/Thesis/Codigo
Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/square_rand_ccc_15_%03d.tif';

%BTowtorch

%filePattern = 'C:/Users/Jesica Gonzdlez/Documents/School/UNAM/Titulacion/Thesis/Codigo
Flujo 6ptico-BOS/Horn-BOS merge/sop_enc_test_%03d.tif"';

Lectura de la secuencia de imdgenes

ImgSeq = readimgSeq(filePattern,0,1);
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Estimacion del flujo dptico de la secuencia de imdgenes

Ix=1;
Ty=1;

opt.eta = 0.1;
[Matx, Maty] = estimateOpticFlow2D(ImgSeq,opt); %Optic flow displacements' matrixes

Escalamiento de los desplazamientos usando datos de correlacion cruzada

data_PIV_x = load('u_PIV_validation2.mat'); %Supersonic Flow Vvalidation Images
data_PIV_y = load('v_PIV_validation2.mat');

% data_PIV_x = Toad('u_PIV_square_rand_ccc_15.mat'); %Gas of Lighter
% data_PIV_y = load('v_PIV_square_rand_ccc_15.mat');

% data_PIV_x = load('u_PIV_sop_enc_test.mat'); %Gas of blowtorch
% data_PIV_y = load('v_PIV_sop_enc_test.mat');

data_PIV_x = data_PIV_x.u_original;
data_PIV_y = data_PIV_y.v_original;
data_PIV_x = data_PIVv_x{1,1};
data_PIV_y = data_PIV_y{1l,1};

%Conjunto last window and step size
window = 16; %For Supersonic Flow, square_rand_crop_15 and sop_enc_test
step = §;

=)
]

size(data_PIV_y,2); %Number of columns of cross-correlation matrix

<
I

zeros(size(Matx)); %Generate initial matrixes for scaled displacements (u & v)
= zeros(size(Maty));

<
|

diff_Timit_lower = 0.05; %1imit for displacements < 1 px
diff_Timit_upper = 0.5; %limit for displacements > 1 px

for ii = 1:n %work with each column from cross-correlation displacements' matrixes
%Define Timits of columns subconjunto for the opfic flow matrixes
left_s = (ii*step) - ((step/2)-1);
right_s = (ii*step) + (step/2);
for w = Teft_s:right_s %work with each column from the optic flow subconjunto
%Asign scaled displacements' magnitudes to each column of u and v
[uC:,w),v(:,w)] = scaling(Matx(:,w),Maty(:,w), data_PIV_x(:,ii),data_PIv_y(:,ii),
diff_limit_Tower, diff_limit_upper,step);

end

end
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Andlisis BOS y grdficas de densidad e indice de refraccion

%Experimental parameters

%Gas of Tighter and blowtorch

% esc = 22222.22; %Inverse value of scale = 1/m

% h = 0.0015; %Size of object of study - Lighter

% L = 0.15; %Bakground/pattern - object of study distance
% Mag = 0.0858; %Magnification

% n_0=1.0002921; %Refractive Index of sorrounding gas (air)

% rho_0=1.204; %Density of sorrounding gas (air)

% G = 5.3236e-4; %Gladstone-Dale constant for butane

% scale= (1/esc); %scale -> 1 px = X meters

%Supersonic Flow

esc = 47167; %Inverse value of scale = 1/m

h = 0.004; %Size of object of study - Nozzle

L = 0.147; %Bakground/pattern - object of study distance
Mag = 0.94; %Magnification

n_0=1.0002921; %Refractive Index of sorrounding gas (air)
rho_0=1.204; %Density of sorrounding gas (air)

G = 2.2649e-4; %Gladstone-Dale constant for air

scale= (1/esc); %Scale -> 1 px = X meters

Matxx=u;

Matyy=v;

%Conjunto values for Finitie Differences routine
m=2; %number of consecutive pixel cells to analyze
a=1; %Distance between pixels

0o=1;

Dm=D1i fFinFun_2 (Matxx,Matyy,m,a)/esc; %Finite Differences matrix

%Conjunto values for Poisson Solver routine
Ix=size(Dm,1);
ly=size(Dm,2);

k= (n_0)/(G*Mag*L*h); %Constant term on Poisson equation
RHS=real ((k)*Dm); %

[Density] = Poisson(real(RHS),1x,ly,m,rho_0,00,a); %Compute density matrix
[IRefraction]= Density*G+1l; %Compute density matrix
%Graphs

figurell = figure;
axesl = axes('Parent',figurell);
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mesh_meters(Density,1,scale)
shading interp
view(0,-90)
colorbar('peer',axesl);

figure22 = figure;
axes2 = axes('Parent',figure22);
mesh_meters(IRefraction,1l,scale)
shading interp
view(0,-90)
colorbar('peer',axesl);

toc

Estimacion del flujo optico 2D

function [Dx Dy] = estimateOpticFlow2D(ImgSeq, opt)

%

estimateOpticFlow2D
ImgSeq - Image sequence as a cube with dimensions:
height x width x frames.
opt - Struture with options:
* W - Weight matrix for sums constraints in the local
neighborhood to build the structure tensor.
* Diffx - Kernel that approximtes the computation of the
partial derivative in x.
* Diffy - Ditto for y.
* DiffT - Ditto for t.
* eta - Regulates the smoothness constraint. A Tlarger
eta results in an increased smoothness.
* omega - Parameter for the successive over relaxation
(SOR) method, which is used to solve the sparse
Tinear equation system. 0 <= omega <= 2.
* iNum - Number of iterations for the SOR method.
* showFlow - If showFlow=1l, then the flow per iteration is
displayed.
RETURN
DX - X-component of optic flow.
Dy - Y-component of optic flow.

Computes the optic flow for all frames of the sequence,
thus, Dx and Dy have dimensions: height x width x frames-1.

DESCRIPTION

A modern implementation of the idea of

Horn, B.K.P. and Schunck, B.G. (1981). Determining optical flow.
Artificial Intelligence 17, 185-203.

The discretization and implementation follows:

Bruhn, A., weickert,

Jo

Kohlberger, T., and Schnérr, C. (2006). A

multigrid platform for real-time motion computation with

88



%  Copyright (C) 2013

discontinuity preserving variational methods. International

Journal of Computer Vvision 70(3), 257-277.

% License, GNU GPL, free software, without any warranty.

% conjunto default values for paraemters of the method.

if nargin<2, opt

if ~isfield(opt, 'w'), opt.w

if ~isfield(opt, 'Diffx"'), opt.Diffx
if ~isfield(opt, 'DiffY'), opt.Diffy
if ~isfield(opt, 'DiffT'), opt.DiffT

%if ~isfield(opt, 'eta'), opt.eta =
if ~isfield(opt, 'eta'), opt.eta =
if ~isfield(opt, 'omega'), opt.omega =
%if ~isfield(opt, 'iNum'), opt.iNum =
if ~isfield(opt, "iNum'), opt.iNum =

if ~isfield(opt, 'showFlow'),opt.showFlow=
% Retreive default parmeters to be saved in their own variables.

W

DiffXx
Diffy
DiffT
eta
omega
iNum
showF1ow

= opt.w;

= opt.DiffX;

= opt.Diffy;

= opt.DiffT;

= opt.eta;

= opt.omega;

= opt.iNum;

= opt.showFlow;

structQ);

Florian Raudies, 01/02/2013, Boston University.

fspecial('gaussian',[9 9],2);

[-1 8 0 -8 1]/12;

opt.Diffx';

reshape([-1 1],[1 1 21);
1/255;

0;
1.5;
50;
80;
1;

% Check if the provided sequence contains at least two frames.
[yNum xNum tNum] = size(ImgSeq);

if tNum<

error('MATLAB: frameErr',

2,

'but only %d frames were provided!'], 2, tNum);

the spatial and temporal valid part of the partial derivatives.

'replicate');
'replicate');

floor(ktNum/2));

)8
)3

end

['This method requires at least %d frames

% Compute the coefficients A, B, C, D, E, and F of the structure tensor

end

% Compute the partial derivatives in x, y, and t.
ImgSegbx = imfilter(ImgSeq, DiffX, 'same',
ImgSegby = imfilter(ImgSeq, Diffy, 'same',
ImgSegDt = convn(ImgSeq, DiffT, 'valid');
% Select

ktNum = size(DiffT,3);

validT = (1+floor((ktNum-1)/2)) : (tNum-
ImgSegDx = squeeze(ImgSeqbDx(:,:,validT));
ImgSeqDy = squeeze(ImgSeqbDy(:,:,validT));
tNum = length(validT);

DX = squeeze(zeros(yNum, XNum, tNum)
Dy = squeeze(zeros(yNum, xNum, tNum)
% / A B C\

%1 =|BDE |

% \CEF/

= imfilter(ImgSeqgbx.*ImgSeqgDx,W, 'same',
= imfilter(ImgSeqgbx.*ImgSeqDy,W, 'same',

= imfilter(ImgSegDy.*ImgSeqDy,W, 'same',

A
B
C = imfilter(ImgSegDx.*ImgSeqbt,w, 'same',
D
E

= imfilter(ImgSeqDy.*ImgSeqDt,wW, 'same',

'replicate');
'replicate');
'replicate');
'replicate');
'replicate');
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end
end
end
end
end
end

end
end

end
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% F = imfilter(ImgSeqDt.*ImgSeqDt,w, 'same', 'replicate'); % not used.
% Repeat boundary values by 1.

A = repeatBoundary(A, 1);
B = repeatBoundary(B, 1);
C = repeatBoundary(c, 1);
D = repeatBoundary(D, 1);
E = repeatBoundary(E, 1);
Dx = repeatBoundary(bDx, 1);
Dy = repeatBoundary(by, 1);
yNum = yNum + 2;

XNum = XNum + 2;

Indexy = 2 : (yNum-1);
IndexX = 2 : (xNum-1);

% Compute 2D optic flow.

if tNum==1,
for iter = 1:iNum,
for iy = Indexy,
for ix = IndexX,
Dx(iy,ix) = (1-omega) * Dx(iy,ix)

+ omega * (Dx(iy-1,ix) + Dx(iy+1l,ix)...
+Dx(iy,ix-1) + Dx(iy,ix+1)...
-1/eta*(B(iy,ix)*Dy(iy,ix) + Cc(iy,ix)))

/(1/eta*A(iy,ix) + 4);
Dy(iy,ix) = (1-omega) * Dy(iy,ix)

+ omega * (Dy(iy-1,ix) + Dy(iy+1,ix)
+Dy(iy,ix-1) + Dy(iy,ix+1)
-1/eta*(B(iy,ix)*Dx(iy,ix) + E(iy,ix)))

/(1/eta*D(iy,ix) + 4);

end
end
% Dx = copyBoundary(Dx, kNum);
% Dy = copyBoundary(Dy, kNum);
% Use the faster, direct way to copy boundary values.
Dx(1,:) = Dx(2,:); DX(yNum, :) = Dx(yNum-1,:);
Dx(:,1) = Dx(:,2); Dx(:,xNum) = Dx(:,XxNum-1);
Dy(1,:) = Dy(2,:); Dy (yNum, :) = Dy(yNum-1,:);
Dy(:,1) = Dy(:,2); Dy(:,xNum) = Dy(:,xNum-1);
%Dx(:,:) = Dx.*255;
%Dy (:,:) = Dy.*255;

% optionally, display the estimated flow of the current iteration.
if showFlow, plotFlow(Dx,Dy,iter,iNum); end
end

%
% Compute 3D optic flow.
%
else
tNum tNum + 2;
IndexT = 2 : tNum-1;
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for iter = 1:iNum,
for iy = Indexy,
for ix = IndexX,
for it = IndexT,
Dx(iy,ix,it) = (1-omega) * Dx(iy,ix,it)

+ omega * (Dx(iy-1,ix,it) + Dx(iy+1,ix,it)
+Dx(iy,ix-1,it) + Dx(iy,ix+1,it)
+Dx(iy,ix,it-1) + Dx(iy,ix,it+l)
-1/eta*(B(iy,ix,it)*pDy(iy,ix,it) + C(iy,ix,it)))

/(1/eta*A(iy,ix,it) + 6);
Dy(iy,ix,it) = (1-omega) * Dy(iy,ix,it)

+ omega * (Dy(iy-1,ix,it) + Dy(iy+1l,ix,it)
+Dy(iy,ix-1,it) + Dy(iy,ix+1,it)
+Dy(iy,ix,it-1) + Dy(iy,ix,it+l)
-1/eta*(B(iy,ix,it)*Dx(iy,ix,it) + E(iy,ix,it)))

/(1/eta*D(iy,ix,it) + 6);
end
end
end
Dx = copyBoundary(Dx, 1);
Dy = copyBoundary(Dy, 1);

% optionally, display the estimated flow (1st frame) of the current iteration.
if showFlow, plotFlow(Dx(IndexY,IndexX,1),Dy(IndexY,IndexX,1),iter,iNum); end
end
end
Dx = eliminateBoundary(Dx, 1);
Dy = eliminateBoundary(Dy, 1);

function plotFlow(Dx, Dy, iter, iNum)
cla;
[yNum xNum] = size(Dx);

[y x] = ndgrid(1:yNum, 1:xNum);
sample = ceil(yNum/45);

Indexy = l:sample:yNum;

IndexX = 1l:sample:xNum;

scale = sample*2;

quiver(X(Indexy,IndexX),Y(Indexy,IndexX),...
scale*Dx(IndexY,IndexX),scale*Dy(IndexY,Indexx),0, " '-k');

title(sprintf('Iteration %d of %d.',iter,iNum));

axis ij equal; axis([-10 xNum+10 -10 yNum+10]);

drawnow;
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Rutina de escalamiento

Cdlculo de la escala general entre la columna de flujo dptico y la columna de correlacion
cruzada

function [data_x, data_y] = Scaling(data_optic_flow_x,data_optic_Flow_y,
data_cC_x,data_ccC_y, diff_Timit_lower, diff_limit_upper,step)

% diff_Timit refres to the max difference between optic flTow and cross-correTation (CC)
data

% This function scale the data from each column in the optic flow subconjunto and applies a
three point mean to smooth the data

% A1l data conjuntos need to be of size mxl

m = size(data_CC_x,1); %Number of row in each column

data_x = zeros(size(data_optic_flow_x,1),1); %Generate initial matrixes for scaled
displacements
data_y = zeros(size(data_Optic_Flow_y,1),1);

data_interval = 0.1; %Conjunto data interval

scale_x = General_scale(data_optic_flow_x, data_CC_x,data_interval); %Get general scale for
current column (horizontal displacements' matrix)

scale_y = General_scale(data_oOptic_Flow_y, data_CC_y,data_interval); %Get general scale for
current column (vertical displacements' matrix)

Relacion entre cada dato en una columna de correlacion cruzada con cada dato de flujo
dptico en la columna correspondiente.

for k = 1:m %k value in the current cross-correlation column

clear left_val_1;
clear left_val_2;
clear right_val_1;
clear right_val_1;

%Define range for optic flow subconjunto of rows

left_val_1 = (k*step)-((step/2)-1);
right_val_2 = k*step+(step/2);

right_val_1 = k*step;
Teft_val_2 = (k*step)+1;

0/0/0/0, 0/0/0/0/0/0, 6%%% X VALUE S%%%%%%AA% A A% SA%%AY 0/0/0/0/0/0,

%Substitute any NaN data with the pixel neighbors' mean value
if isnan(data_cc_x(k,1))
if k ==
if isnan(data_cc_x(k+1,1))
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data_cc_x(k,1) = data_cc_x(k+2,1);
else
data_cc_x(k,1) = data_cCc_x(k+1,1);
end
elseif k ==m
data_cc_x(k,1) = data_cc_x(k-1,1);
elseif k== m-1
if disnan(data_cC_x(k+1,1)) && ~isnan(data_cc_x(k-1,1))
data_cc_x(k,1) = data_cc_x(k-1,1);
elseif isnan(data_cC_x(k-1,1)) && ~isnan(data_cC_x(k+1,1))
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-2,1)+ data_cc_x(k+1,1))/2;
else
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-1,1)+ data_cc_x(k+1,1))/2;
end
elseif k== m-2
if disnan(data_cC_x(k+1,1)) && ~isnan(data_cc_x(k-1,1))
data_cc_x(k,1) = data_cc_x(k-1,1);
elseif isnan(data_cc_x(k-1,1)) && ~isnan(data_cc_x(k+1,1))
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-2,1)+ data_cc_x(k+1,1))/2;
else
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-1,1)+ data_cc_x(k+1,1))/2;
end
else
if disnan(data_cC_x(k+1,1)) && ~isnan(data_cC_x(k+2,1))
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-1,1)+ data_cCc_x(k+2,1))/2;
%data_PIV_x(k,1) = data_PIv_x(k-1,1);
elseif isnan(data_cc_x(k-1,1)) && ~isnan(data_cc_x(k+1,1))
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-2,1)+ data_cCc_x(k+1,1))/2;
elseif ~isnan(data_cCc_x(k-1,1)) && isnan(data_cc_x(k+1,1))
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-1,1));
else
data_cc_x(k,1) = (data_cc_x(k-1,1)+ data_cC_x(k+1,1))/2;
end
end
end

%Evaluate each optic flow row value (i) with current cross-correlation value (k)

for i = Teft_val_l:right_val_2 %Extra condition considering Horn's conjunto of 8 values
diff_Horn_PIV_x = abs(data_cCc_x(k,1) - data_optic_flow_x(i,1)); %Difference between
optic flow and cross-correlation

if diff_Horn_PIV_x > diff_Timit_lower %Scaling is needed
n_interval_x = data_optic_flow_x(i,1l)/data_interval;
data_x(i,1) = data_optic_flow_x(i,1) + n_interval_x*scale_x*0.4;%Proposed
scaling

%sum or sustract the diference
if data_cc_x(k,1) < 0

data_x(i,1) = data_x(i,1) - diff_Horn_PIV_x;
else

data_x(i,1) data_x(i,1) + diff_Horn_PIV_x;

end
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else %No scaling is needed
data_x(i,1) = data_optic_flow_x(i,1);
end
end

6967676%6606767606.6067676669676760660676606160676Y - VVALUE S96%6767660676766767667666067660660676766.766666. 667666

%Substitute any NaN data with the pixel neighbors' mean value
if isnan(data_cc_y(k,1))
if k ==
if disnan(data_cc_y(k+1,1))
data_cC_y(k,1l) = data_cC_y(k+2,1);
else
data_cc_y(k,1) = data_cC_y(k+1,1);
end
elseif k ==m
data_cc_y(k,1) = data_cc_y(k-1,1);

elseif k== m-1
if isnan(data_cc_y(k+1,1)) && ~isnan(data_ccC_y(k-1,1))
data_cc_y(k,1l) = data_cc_y(k-1,1);
elseif isnan(data_cc_y(k-1,1)) && ~isnan(data_ccC_y(k+1,1))
data_cc_y(k,1l) = (data_cc_y(k-2,1)+ data_cc_y(k+1,1))/2;
else
data_cc_y(k,1l) = (data_cc_y(k-1,1)+ data_cc_y(k+1,1))/2;
end
elseif k== m-2
if disnan(data_cc_y(k+1,1)) && ~isnan(data_cc_y(k-1,1))
data_cc_y(k,1l) = data_cc_y(k-1,1);
elseif isnan(data_cc_y(k-1,1)) && ~isnan(data_cc_y(k+1,1))
data_cc_y(k,1l) = (data_cc_y(k-2,1)+ data_cc_y(k+1,1))/2;
else
data_cc_y(k,1) = (data_cc_y(k-1,1)+ data_cc_y(k+1,1))/2;
end
else
if disnan(data_cc_y(k+1,1)) && ~isnan(data_cc_y(k+2,1))
data_cc_y(k,1) = (data_cc_y(k-1,1)+ data_cc_y(k+2,1))/2;
%data_PIV_x(k,1) = data_PIv_x(k-1,1);
elseif isnan(data_cc_y(k-1,1)) && ~isnan(data_cc_y(k+1,1))
data_cc_y(k,1l) = (data_cc_y(k-2,1)+ data_cc_y(k+1,1))/2;
elseif ~isnan(data_cc_y(k-1,1)) && isnan(data_ccC_y(k+1,1))
data_cc_y(k,1) (data_cc_y(k-1,1));
else
data_cc_y(k,1)
end

(data_cc_y(k-1,1)+ data_cc_y(k+1,1))/2;

end
end

for i = left_val_l:right_val_2
diff_Horn_PIV_y = abs(data_cc_y(k,1) - data_optic_Flow_y(i,1)); %Difference between
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optic flow and cross-correlation

if diff_Horn_PIv_y > diff_Timit_lower %Scaling is needed
n_interval_y = data_optic_Flow_y(i,1l)/data_interval;
data_y(i,1) = data_optic_Flow_y(i,1) + n_interval_y*scale_y*0.4;%Proposed
scaling

%sum or sustract the diference
if data_cc_y(k,1) < 0

data_y(i,1) = data_y(i,1) - diff_Horn_PIV_y;
else

data_y(i,1) = data_y(i,1) + diff_Horn_PIV_y;
end

else %No scaling is needed
data_y(i,1) = data_optic_Flow_y(i,1);
end
end

end

Suavizado de los extremos de cada subconjunto a través de un promedio de tres puntos

datax_mean = data_x;
datay_mean = data_y;

1:m-1

for k_mean

left_val = (k_mean*step)-((step/2)-1);
right_val = k_mean*step+(step/2);

%X data matrix

datax_mean(left_val,l) = (data_x(left_val-1,1) + data_x(left_val,l) +
data_x(left_val+1,1))/3;

datax_mean(right_val,1l) = (data_x(right_val-1,1) + data_x(right_val,l) +
data_x(right_val+1,1))/3;

%Y data matrix

datay_mean(left_val,l) = (data_y(left_val-1,1) + data_y(left_val,1l) +
data_y(left_val+1,1))/3;

datay_mean(right_val,1l) = (data_y(right_val-1,1) + data_y(right_val,1l) +
data_y(right_val+1,1))/3;

end
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C. Derivacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange para flujo
optico

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden cuyas soluciones son puntos extremos de un determinado funcional. Dicho
funcional es una funcion cuyas entradas son también funciones. En fisica, las soluciones a

estas ecuaciones describen la evolucién de un sistema.

Particularmente, estas ecuaciones son de utilidad porque hacen uso de la derivada del
funcional con el que se trabaja, la cual, al ser igualada a cero, permite encontrar la funcién

gue minimiza o maximiza al funcional.

En el caso del flujo optico, se tiene un funcional que tiene como entradas a las dos
funciones u(x, y, t) y v(x, y, t), las cuales corresponden a la velocidad del flujo bajo estudio.
El objetivo es encontrar las funciones (u,v) tal que, a un determinado tiempo fijo t,
minimicen el funcional. Esto supone encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange para un

funcional con dos funciones de mas de una variable y con derivadas de primer orden.

Para encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas, se parte del funcional de
energia E (u, v) definido para el flujo optico sobre el dominio de la imagen completa Q
(Bruhn et al., 2005):

E(u,v) —J [ vﬁ+ af) + a(|Vul? + |Vv|2)l dxdy (59)

donde f(x,y,t) es la funcion escalar con valores de intensidad en la escala de grises de

la imagen, a > 0 es el parametro de suavizado, |Vu|? = (Z—z)z + (z—’;)zy |Vv|? = (Z—Z)Z +
)
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Sea el primer término de la Ec. (59 ) el término de los datos ¥, vy el segundo término

el término de suavizado ¥, entonces:

SR
= [Tl + [P = (g—:‘)+(g—;)+ (3—1)+(Z—;) (61)

= E(u,v) = fﬂ[(‘}’d)z + a(¥,)?]dxdy (62)

Es posible reescribir al funcional como (Elsgolc, 2007):

E( )_f ( 6u6u6v6v)dd 63
u,v—Q xy'””axayaxay x &y (63)
donde

L( au auav 6v>_(tp)2+ w2 64

Para un funcional con dos funciones como entradas, las cuales dependen de mas de una

variable, las ecuaciones de Euler-Lagrange estan dadas por (Courant y Hilbert, 1953):

awl 4 ax] <6WU> 0 (65)

ow;

a,y

donde en este caso i,j = 2, de tal manera que: w = (wy,w,) = (u,v), w;;j =

x = (x1,x2) = (%, y).

Por conveniencia, se presenta el calculo para el caso i = 1, esto es, para la funcién wu.
Sin embargo, el procedimiento es analogo para la funcion v. Asi, la ecuacion de Euler-

Lagrange esta dada por:
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oL Z”:a(«n)_o (66)
ou j=16x]- owy

oL |o( oL \, o o \l_, .
du |ox\ 4 (a_u) v\ 5 <a_u) B (67)
0x dy

!

' du Ju . ., . .
Seau, = — Yu, =—, entonces podemos reescribir la ecuacién anterior como:
X ox y dy

dL 6(6L)+6 daL _ 0 68
ou |0x\ouy/ ady\ou,)| (68)

A continuacion, se calcula cada uno de los términos de la ecuacion anterior.

De la Ec. (64 ) se tiene que:

oL 0¥, Y,
b oy ZMa Zs 69
o = 2Wa o+ 20— (69)

donde de laEc. (60)y (61) se obtiene:

GG T o
Sustituyendo la Ec. (70) y (71)en laEc. (69 ).
»gem2 ) v GG+ GG
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aL
oul,

Ahora, se calcula

oL oy alPd_I_Z w 0¥,
ou, STy T s gy
De la Ec. ( 60 ) tenemos que:
0¥y
duy,

oL oW,

= =2a =

aL a /] ’ 2 ’ ’ 2
5ur = T |)? + ()" + @n)? + ()]
oL _, .,
= @ = 40U,

oL .
u

De forma analoga, se obtiene la expresion para 5

[
y

=

7u = Zocu;,

’
y

d (aL
Usando laEc. (78)y (79), se calcula F (au;)'

O(E)L)_Z 0 o 6<6u)
ax \au,) ~ “Yox " T “%ox \ox

) <6L)_ 0%u

dx e

!
ou;,
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w ) Y 9 (au)z N <6u)2 N (av)z N (
ou, ou, ~ ““2wou |\ox dy ox

v
dy

)

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)



. : a (oL
Analogo al caso anterior, se calcula —( ,).
oy \duy,

o (oL _, o (52)
oy \ow, ) *9y2

Sustituyendo laEc. (73), (81)y (82)enlaEc. (68), se tiene que:

2 2 2
(G s 6+ CE]-free] 0 @

1

Multiplicando la ecuacion anterior por el factor (— Z)’ se llega a:

] el e GG GG =0 e

Realizando un procedimiento analogo para v, se obtiene:

2

0%v  9%v| 1[/0f\ (Of af\> af\ (0f
R I | G Y — — =] = 85
ax2 T 5y7 a[(ax) (ay)”+ (ay) v (ay) (m)l 0 (85)
0%u |, 9%u 0%v  9%v of 9%f of o%f
Sea V2u=ﬁ+ﬁ , VZU:@‘Fa—yZ  fe =50 fx2=@,fy=£, fy2=a_y2 y
ft =3—’;, es posible reescribir la Ec. (84 )y (85 ) como:
2 1 2
Vu_a(fxu+fxfyv+fxft)=0 (86)
2, 1 2 = (87)
v v_a(fxfyu'l'fyv'l'fyft)_o

Finalmente, las ecuaciones anteriores corresponden a las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas al funcional de energia de flujo 6ptico (Bruhn et al., 2005).
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